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L' EDirORE 

AGLI ASSOCIATI. 

Do|>o aver pubblicali Ire volumi dèi Cor^d'^ome/n'co , 
pel bJ[MgQ(M:hc ne avevano le scuole del regno, i quali veg- 
gQiiéÌ4n-quesljk nuova edizione corredati di altre.imporlaa- 
^\ il liète messevi infine , senza alterare il lesto e distrugge- 
-'j te queir uni^^ 'quCl nes^o .che sono il principal pregio de' 
. **lìbrì elemòpLarì it'.qiiost^^.genere , vien fuori la 1" parte del 
trattato .;rfìL*//' ì^xnii(mc^g€omclfica ilei Fergola , dal Flauti 
ordinato cvcompjdtojji^'tielquale dàrenoo^nel corso del corren- 
^ te anno la 2** pdHt.l!^ure4)fossjifta a pubblicarsi la parte 1* 
^eir altro trattalo de\loHBtcsso prQfes$«);f Flauti della Geome- 
. pia dt Silo sul pJan(i^?^ncllo svaifio ,-xlel quale essendosene 
^ j;ìà da p^éccui <i^k|fcl9pt^ la1e^^e£z.ioné,' non aveva potuto 
\.^.r autore. por iBlji^'atla.ìrbtampa\ per le sue occupazìooi , e 
- perchè intetidéva estender sempre più il campo di questo ra- 
mo imporlante di scienza geometrica al quale egli aveva da- 
ta una grande spinta a percorrerlo , fin da che pubblicò nel 
1815 la prima edizione di esso ; sicché ora per le utili fa- 
tiche di altri illustri geometri vedevasi tendere ad un esten- 
sione e perfezione maggiore . E di tal trattato ne sarà ezian- 
dio pubblicata la parte 2^ nel corso di questo anno. 

Trovasi già sotto il torchio il voi* I"" del Cor$o di Analisi 

cì^citlifìx e sublifnc , che ricomparirà più corretto , e tale da 

non fasciar nulla a desiderare di utile ed importante per lo 

stato attuale dell' ^na/{52 a/gfc&nea ,- principalmente per la 

teorica delle cquazifSKi numeriche . 

' V ^^I^tgiitoJilorudllfdaal volarne Qjie^erà pubblichiamo, senza 

*4^S94jVtj? jógi^ stampa- occorsivi , 

r^. à\ che ciascuno jj^l^b^ft» gja pratico àìtoropi iìostri saprà com- 

^ jìSÌìrci, riguardanxR^Ql^dra alla ,jUi]|epltà che si è incontrata 

^r^io^J^MSd/ impert(ft^wni ,id.,privi di figure ^ daremo 

j^^l^'^rretti sulla coperta x[eB'i;^llim«(K^li errori essenziali 





la preghiera 1^1 
stainpatpre'^ altri errori cUe essi avvertiranno. 

Le notji^ saranno dalértut te in fine def]aparte,2^ ; ma chi 
dcsicleras^o^flii^a ora gudlc della portef^^^otrà richieder- 
le dallo siaiipaiorc « " -^ * ^« 
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VJLI antichi geometri ^ come lasciò notato Pap« 
pò alessandrino^ nella prefazione al libro VII. delle 
sue Collezioni matematiche , dopo aver fatto ap- 
prendere a coloro, che nella Geometria istruì vansi, 
i comuni Elementi , ed eran questi gli Euclidei y 
senza che in'que" felici tempi per la Geometria al* 
tri se ne conoscessero ^ a coloro^ che volevano ap- 
prendere la difficilci e veramente sublime arte del- 
l' inventare avevano preparata abbondante materia 
di precetti , e di esempj in xxxiii libri , cosi ordi- 
nati forse da Pappo medesimo - • De'nATi di Eucli^ 
dcf un libro. Due di Apollonio , della sezione di 
BAGioifE 9 e due altri ^ dello stesso , della sezione 
DELLO SPAZIO , due della sezione determinata , e 
due delle tazioni • Tre de* porismi j di Euclide j 
due di Apollonio delle inglinazionI| due de'LUOGHi 
PiANi^ ed otto de' conici. Cinque de' luoghi solidi 
di Aristea Seniore ; due *de' luoghi alla superfi- 



* Fn qneBta r opinione manifestata dall'HalIey , ìkéllB dotta prelazione 
VSM di Amelio d9 5épfJoifi ruMmà ee« 
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ciE^di EucUdé\9 fioalmeote 4ofi di Eratostene det- 
ti DE MEDIETATIBUS * . 

Eran questi i mefzl y ci» adoperarono que* sag-* 
giy e severi istitutori a formare tanti insigni geome^ 
tri, profondi nella scienza , da' quali questa ebbe i 
suoi grandi progressi , e quella massa di conoscen** 
ze importanti ^ che se ci fosse tutta pervenuta a« 
vremmo noi dovuto , come il Newton , e V Halley 
si espressero,ybrf e più ammirare tanta loro sapiens 
za^ che poterla raggiugnere senza i loro scritti. 

Ma risorta la Geometria tra'moderni^ e gran par- 
te di quelle dotte , e sublimi opere rimasta dalla e- 
dapità de'tempi» e dalle più che sacrileghe mani de' 
barbari distrutta ^ non fu dato a coloro, che inde* 
fessamente la coltivarono, e promossero il penetrar 
tant' oltre, né )a già ingentilita maniera d' istituire 
il permetteva • Aggiungasi , che V invenzione del^ 
V Analisi algebrica i e T applicazione di essa alla 
Geometria, che hanno al sommo decorata la scien-* 
za de' moderni, deviolli dalFattendere con pari im*- 
pegno che prima a ricercare , o restituire le cose 
perdute di quelli , a che con buon successo adope-- 
raronsi profondi geometri italiani, e stranieri,resti- 
(pendo così )[ Luogo risoluto ad una certa integrità^* 

In tanto comunque si fosse, era ben necessaria 
una qualche istituzione prodarre , che dell* una , e 

* Di siffatti libri daremo distinta notizia nella prima doUe disaertazioi» 
ni inserite n^l toI. I. degli OfweMUaismaiici^ 
' Yeg^^si le dÌ93crtazioQi goc anzi citale* 
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3eII' aitili analisi esponeisé i precetti , e 1 modo èì 
eonvenevolmente usarne ^ corredandoli di opporta<« 
ni esempj \ da che il giorine geometra tenisse gaida- 
to DcAl'inTentare^ed a saperne adoperare in convene- 
voi modo i mezai^cbe abbondevolmente si possede- 
vano da'moderni * Nell'assolato difetto di un^ ope-^ 
ra di tal fetta ^ venne in pensiero al nostro illustre 
Fet^ola di tentare questo difficil lavoro, fin da che 
cominciò ad avere una scuola di Matematiche, dal* 
la quale venntr fuori tanti distinti allievi, che hau-* 
no «norate , e promosse tali scienze con le loro a- 
pere^ e ton V insegnanaento * j stabilito presso noi 
il perfetto, e compiuto coltivamento di esse, e resa 
la scuola napoletana degna della considerazione del* 
k> stranièro • Ed et avendola più volte riveduta , • 
ri&tta ^, finallbente dopo avervi data V ultima ma« 
sondi 1807^ ci permise pubblicarne un Ptvspetto 
ragionato , che usci alla luce nel 1 809 , e che qui 
appresso verrà inswito , per mostrare Y intero pia* 



4 Fin dal 1791 , nel pabUicani dal Gianoattasio gli EUmetUi dOU 
èeomelria inUime , tisi annunziava per seconda parte di essi Y Arte 
AirCsffM ^eBò stlssse aàtorè , già dà parecchi anni innanzi composta t 
edeRa quale aianoioritta éenriVéai per la sua scuola ; a che veniva ag- 
giunto un esercitar continuo nella soluzioni di problemi , da* quali eoa 
piacere abbiate veduto poi pr<)dursi più di uua raccolta , non solo tra 
noi » ma etlaadiD cìlraannll • 

* Ne' MS& da me acquistati » oltre quello del 1790 collegato fn un 
volume col corso di Àndiii eUmentan, e iublime, che donai alla biblio* 
teca della B. V. dej^i studj » vn n* ha due altri senza indicazione di an« 
n<f ; ma die dèbkea pi^DiDedère quello segnato 1798 ; un altro con 1* in-> 
dilazione 1800 » ed un altro con quella 18(» • Finalmente r ultimo del 
1907 , M qiidte d falte là prBSettté e£zione. 
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nò di lai compìatissimo lavoro ^ ed indicare ^ello 
parti di esso meno elementari , che essendo state in 
sejguito separatamente pubblicate dall'autore medesi^ 
mo, non ho creduto ripristinarle nel luogogià prima 
destinatovi 9 ritenendole per altro uso • Lo stesso di 
talun'altra cosacche sebbene non ancora da lui pub« 
blicata , ho per V anzidetta ragione ^ creduto op« 
portuno riportare nella raccolta di Opuscoli mater 
matici y i quali a buon conto sono un ricco, e pre- 
zioso materiale di compimento a*due Corsi elemen^ 
tari geometrico , ed algebrico , e principalmente 
a' diversi trattati per V invenzione y de'quali il pre^^ 
sente forma la base. 

Si vedrà da questo prospetto quale inesausta mi- 
niera di ricerche, di precetti , e di metodi si con-* 
tenga nella presente opera, nuova nell' ai^omento» 
condotta con maestria impareggiabile, e con quel*- 
la giudiziosa faciltà, eh' è V impronta sicura di chi 
possiede egli la scienza , e non va mendicandola aC 
brani nelle altrui opere , profittando delle non sue 
fatiche,e talvolta oscuramente ripetendole^ ed esso 
mi risparmierà però Festendermi in più particolari 
sul presente lavoro • Non debbo in tanto tralasciar 
di avvertire , ora che pubblico questa prima operar 
da*MSS«del Pergola, che rimasti essi durante la sua 
lunga ultima malattia > e poi per più anni dopo la 
morte abbandonati nelle roani di ona vecchia pin-* 
zochera, che lo assisteva, da lui già nòn^nata sua 
«rede , il iQeno iofelioé t.r«^«tQi«iiti9 f c%é pot^on* 
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ricevere fu di essere siati difformemente disordinati^ 
e confasi tutt'i quaderni disgiunti, c:lie componeva- 
no ciascun trattato . £ come che egli j nel rifarli 
non distruggeva i MSS. precedenti j uè compiuta- 
mente terminava i nuovi y confidando j che pub- 
blicandosi sotto i proprj occhi , potesse prender dal- 
l'uno ciò, che avrebbe dovuto ripetere identicamen- 
te nel nuovo , una tal circostanza ne ha reso assai 
più difficile lo sceveramento , ed è stata la vera ca- 
gione y che mi ha deviato, più di una volta, il pen- 
siero di occuparmene , dopo averli acquistati , per 
preservarli dalla totale distruzione • Né mi vi sarei 
più indotto 9 in tempo , che minori sono in me le 
forze, se qualche potentissima ragione, che vai me- 
glio tacere , e dimenticare affatto , per non far in- 
giuria a' presenti tempi , non mi avesse determina- 
to ad impiegare tutto il resto di mia vita in pubbli'- 
care quanto dal Fergola,da me, e da altri di nostra 
scuola erasi prodotto in una ben lunga serie di an- 
ni , à« vantaggio delle Matematiche , e di quella 
buona istituzione di esse , che vi abbiamo soste- 
nuta 9 e che ora sconsigliatamente vedesi minac- 
ciata di declinamento« 

Debbo ancora osservare , che siccome il Pergo- 
la aveva per sistema di perfezionar sempre ciascuna 
sua opera nell* atto della stampa , così ognuna che 
se ne pubblicherà , dovrà considerarsi , relativa- 
mente a lui , come mancante dell' ultima mano. E 

però I nel produrre questa non solamente mi ho 

b 
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permesso iHastrarne qualche luogo con opportune 
note, si sparse nel corso dell* opera^ ove più da vi* 
ctoo riguardavano ToggettOy che trattavasi, sì pure 
in fine di essa insiem raccolte, a più abbondanza di 
dottrina ^ ma ho in oltre supplita alcuna trattario* 
ne, come forse Fautore stesso avrebbe fatto nell'at* 
to della stampa , onde non vi fosse ai^omento ri*- 
guardante r invenzione geometrica , non metodo 
per essa , antico , o moderno , che mancasse alla 
compiuta istituzione della gioventù , che nelle dif- 
fìcili vie di quella cerca perfeziouarsi.Tale appunto 
è il prolungamento del cap.4« del lib. ii. parte I , 
pe' luoghi geometrici ; e tale ancora il Saggio di 
Geometria analitica col quale terminasi un tal li- 
bro, e che ho tratto in gran parte dalle lezioni, che 
dettai Della R. U. degli studj dal 1807 al 18 1 1 • Ed 
un tal saggio si vedrà poi continuato, per la parte 
sublime , in un' appendice alle Sezioni coniche a- 
nautiche , nel riprodurle per questa quarta volta , 
ed in fine della Geometria di sito , per ciò , che 
riguarda le ricerche geometriche nello spazio, come 
già fu avvertito in una nota alla prefazione di que- 
st* opera • Sicché dal loro insieme risulterà un ben 
compiuto, e connesso trattato di Geometria anali^ 
tica col moderno metodo puro algebrico , eh' è un 
prolungamento del Cartesiano : e si vedrà come nel- 
le mani di chi sia già in questo versato, ed in c|uel<- 
lo degli antichi geometri acquisti forza , e chiarez^ 
9a maggiore,da riescir proficuo, convenevolmente a,- 
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doperandolo , nelle ricerche geometriche. Ed in lai 
saggio ho cercato di render rigoroso quello y che vi 
ho «lementarniente esposto, dandogli un nesso geo- 
metrico 9 e spesso con la Geometria afforzandolo ; 
giacché se questa dall'Analisi algebrica può ricevere 
estensione ne* suoi principi 9 largamente ta com- 
pensa, con rischiarare, e comprovare i risultamene 
ti 9 che per mezzo di essa ottengonsi , Mi doleva 
in vero T animo , nel vedere , che dopo aver ab- 
bandonato questo insegnamento 9 che non più ap- 
parteneva alla cattedra alla quale venni promosso, 
con la riforma dell' Università degli studj operata 
nel 181 a , coloro , che il ripigliarono avessero do- 
vuto vagare da una in altra istituzione straniera , 
e rincrescevaini , che dopo il decorrer di ben sei 
lustri si fosse ancora nello stesso stato ^ a che ag-- 
puntasi r ultima spinta , che da alcuno , per igno- 
ranza del passato^ come V età sua giovanile il coin^ 
portava , da altri per malvagità di caiattere , o per 
vanità di attribuirsi un merito , che non gli era do^ 
vuto si osasse ingiuriar coloro da cui avevano ap« 
preso , mi sono finalmente detcrminato a riveder 
questo lavoruccio , per publicarlo ad utilità della 
gioventù matematica napoletana, la quale per Tadv 
dietro , per quel tempo , che potemmo in nostra 
scuola adoperarci a compiutamente istituirla , noa 
ebbe bisogno di mendicare* stra nieri a j utf » 

Né r averlo diviso pc'tre trattati sopra delti nxjo^ 
ce air unità di ciaso y che anzi, più propriamente, jm: 
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indica il laogo ove ciascnna di qudle parti si deb* 
ba apprendere ; e poi que' trattati non formaooyche 
un solo corpo di dottrina per V invenzione geome^ 
trica^ il quale può ben dirsi il Luogo di risoluzione 
antico , e moderno^ che concorrono a perfezionar* 
lo , e compierlo le materie trattate ne* primi otto 
volumi d^li Opuscoli matematici di nostra scuola. 

L' ho poi corredato di apposite Note ^ sia per 
qualche importante cosa ad esaminare , sia per i- 
stituir sempre quel parallelo tra 1 metodo analilif- 
co, e 1 geometrico, da che dee risultare il discerni- 
mento del vero geometra inventore , e distinguer- 
lo dal semplice compilatore di formole algebriche , 
per riescire ad una qualunque soluzione di un pro- 
blema j che spesso risulta faticosa j o anche inutile 
affatto • 

Mi v^go ancora ndll' obbligo di avvertire, per- 
chè ciascuno si abbia il merito dovuto a' suoi la- 
vori , tanto più se altro vantaggio ancor non gli sia 
tornato dalla scienza , che indefessamente coltiva ^ 
che nell'atto della stampa ha questo mio lavoruccio 
ricevuta una perfezione maggiore,dalla cooperazio^ 
ne pronta , ed attiva del sìg. Nicola Trudi , da cui 
le Matematiche avranno molto a sperare , se non si 
mancherà di definitivamente attaccarvelo , il che a- 
vrei fatto da più tempo , se , come altra volta , fosse 
stato in me il potere di effettuirlo ^ • 

^ Di lui sono già pubblicate Io riifoiU al frogramma » che pro- 
pesti nel 1839 • ed in dop(|io modo a ciaiscuno de* que^i n. 1 » e 2 : 
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Ritornando ora al trattato del Pergola, dal qua- 
le mi ha deviato V aggiunta ottavi , dirò , che ol- 
tre a' problemi da lui recati dove occorrevano nA 
corso deir opera, se ne vedrà in fine di essa un am- 
pia raccolta , distribuita alla meglio in serie , che 
verranno presi in parte da quel zibaldone , eh' egli 
teneva per notarvi ogni sua cosa in fatto di scienza^ 
ed altre soluzioni di alcuni ne saranno aucom datQ» 
altri nuovi aggiunti • E tutti questi , mentre servi- 
ranno a' giovani di utile esercizio , e di esempj , 
mostreran loro il confronto de* metodi , e F energia 
^e' medesimi a proposito adoperati ; poiché si è a- 
vuta sempre F accortezza in risolverli, di adoperar- 
vi qudlo più conducente all' eleganza della costru- 
zione \ sistema gindiziosameute tenuto dalF immor- 
tai Newton nella sua Arithmetica Universalis » e 
da tutti gli accorti matematici moderni : sicché ora 
si vedrà adoperata la Geometria dc^li antichi , altre 
volte la Cartesiana , o '1 metodo algebrico puro ; e 
spesso ancora v^gonsi essi concorrere ad una stessa 
ricerca , da che più facilmente , che con precetti ^ 
si rileva il convenevole uso di ciascheduno • 

In verità mi spiace ripeter tante volte una tal 



e dWerfle importanti Memorie * che fanno seguito al n. 1 , hanno meri- 
tata r approvazione de più distinti matematici stranieri r Egli ha pre- 
sentata alla R. A. delle scienze » di cui è socio corrispondente una sua 
dotta Memoria nMé relazioni tra i dderminanii delle sezioni comehe 
iscriite , e circoscriUe cotUemporaneamenle ad un medesimo poligono 
irregolare , già approvata per gli atti ; e molti suoi lavori si vedran- 
no a mano a mano pubblicati ne* nostri Opuscoli maiefOMUici • ' ^ 
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cosa ^ ma V abbandono cui veggo tendere gli anii^ 
chi metodi presso noi , mentre altrove fanno ogni 
sforzo per ripigliarne V uso > e la superficialità con 
la quale comunemente s' istituiscei e si coltiva T al* 
gebrico-geometrico mi v' induce ^ per non veder 
distrutte le gravi fatiche da noi sostenute per tanti 
anni in istabillre^ e promuovere la buona istituado* 
ne matematica nella scuola napoletana • 

L^ opera come si vedrà nel seguente prospetto j 
che a mostrarla nella sua integrità^ e come Fautore 
laveva congegnata ^ ora riproducesi^ è divisa in due 
parti ^ delle quali ritenendo i tre libri della pris- 
ma cui faran seguito i principali problemi de* libri 
più elementari del Luogo risoluto j ne limiteremo 
la seconda soltanto a quel che crederemo conve*^ 
niente, come verrà , da luogo in luogo, dichiarato 
nelle note al prospetto medesimo # Per tal modo , 
se non avremo potuto adempiere compiutamente , 
come r autore avrebbe £itto, al suo proponimento^ 
avremo al meno operato il possibile per noi , onde 
facilitare a' giovani il difficile cammino dell* ìnven*- 
zione j ed il discernimento de' metodi , indicando 
loro i modi da convenevolmente adoperarli «^ 
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PROSPETTO DELL' OPERA. 



I • Lq spirito a inventare non è y come si crede, 
un dono , che il Giel comparte di rado, ed à pochi 
de' mortali • Una saggia istituzione, che si rechi a 
giovani attenti, ed ingegnosi, e inassimamente nel-- 
le Matematiche discipline, è potente a produr quel- 
lo in questi di buon' ora. Solo diremo, che i prin-* 
cipj delle geometriche invenzioni prodotti dalle gre- 
che scuole , o dalla sagacia delle moderne rileva- 
ti , non siensi raccolti in un sistema dimostrativo ^ 
o in un corso didascalico elegante ^ affichè ognun, 
che imprenda a risolver problemi ( lo che forma le 
primizie dell' inventare ) vi si possa condurre per 
iscienza , e senza irne tra '1 bujo , ed a tastone, co* 
me la piupparte de'giovani suol fare . Ma in tanto un 
geometra di nostra nazione ha congegnata un' ope- 
ra , che ha per epigrafe F Arte eurìstica in sistema 
scientifico rìdotta ^ , e con essa varj giovani priva* 
tamente ammaestrando li ha mirabilmente in que- 
stua rte, e con pubblico plauso istituiti. Noi dunque 
abbiam ragione di sperare , eh' ei con darla in luce 
possa quel didascalico vantaggio più copiosamente 
proccurarci. £ quindi perchèie parti di tale opera, 
e'I nesso loro venissero a pubblica contezza, abbia- 



7 L' ho ora denominata àM Iwaenxi<m€ geometrica , iniilando Cicero* 
ne, che dime: Inunzione re$lorica i precelti delFarte oratoria. 
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mo stimato doverle quaggiù fiidelmeote^ e con chia** 
rezza abbozzare . 

2 • Quest' opera è divisa in dae parti principali : 
r una elementare da doversi apprendere dai giova* 
netti y da poi che avran fatto i corsi delle Matema-- 
tìchè pure ^ Y altra di quella più sublime ^ ed a* più 
saggi conveniente. 

3.£ perchè in ogni problema tre cose principale- 
mente distinguonsi j cioè i Dati^ i Quesiti^ e VAr^ 
te onde da quelli questi si rilevano ^ è sembrato al* 
r autore tornar molto a proposito il prender queste 
cose; per gli obbietti de' tre libri della parte \. del* 
r opera proposta ^ dividendone ciascuno di essi in 
più capi • 

4 .Una grandezza continua si dice esser data y se 
la sapremo esibire^ per la sua genesi, o nel valore • 
Dunque i dati de' problemi sulle quantità continue 
non deggion essere , che geometrici^ o aritmetici • 
£ questa suprema distinzione dei dati y che parci 
esser nuova, è la base dell' opera indicata • Ella di- 
stingue le soluzioni geometriche de' problemi dalle 
aritmetiche , analitiche , o trigonometriche ; e '1 
convertire 1' un di quei due dati nell' altro , è ciò 
che implicitamente in una gran parte degli ardui 
problemi si richiede • In fatti , per dar di ciò un 
qualche esempio , la mohisezione angolare l' è un 
problema , in cui dal valore di una data parte di 
un angolose dal rapporto di questa a quello si cer- 
ca r esibizione geometrica di tal parte « Cosi pure 
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aiuDa coia è A agevole ^ quanto descrivere on ter-* 
ehio, un' eUisse, un' iperbole , o qualche altra cur-- 
va, siasi questa algebrica, o trascendente j ma F ò 
poi dif&cil cosa rinvenir le loro aje , i perimetri, le 
superficie dei solidi nati con certe rivoluzioni ec. , 
cioò il convertire i dati geometrici di queste gran- 
dezee negli aritmetici , che loro ccMrrispondono. 

5. Or il saggio Euclide disse i dati geometrici es** 
sere ài quattro generi , di grandezza , di ragione j 
di specie , e di sito. Ed essi potrebbonsi comoda-- 
mente ridurre a due sole classi , F una che conten** 
ga i dati di rapporto , V altra di sito . E nel pro^ 
grcsso deir opera s' intenderà di leggieri , che quei 
problemi geometrici , i quali racchiudono i primi 
tre generi di dati , restino agevolmente risoluti eoa 
r analisi algebrica , che vi s' innesta j laddove in 
quei di sito il più delle volte riesca malagevole un 
tal lavoro . Intanto Fautore ha distintamente in tre 
diversi capi Cstvellato de' primi tre generi di dati ^ 
restringendo quanto su di ciò erasi scritto dal geo-^ 
metra greco , ed altre verità nuove aggiugnendo. 

6. Le retto, gli angoli^ ed i triangoli sono i più 
semplici obbietti, su i quali sonosi praticate alcune 
euristiche ricerche , per ordinarle ad altre più com- 
poste.Nel IP, e nel IW" capo contengonsi queste ri- 
cerche , e nel HI® espongonsi i dati di ragione, ove 
tra le altre cose vengon rapportate le trasformazio'* 
ni euristiche di due ragioni uguali^ la composizio- 
ni di ducy opiù ragioni uguali j o ineguali , e cer^ 
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U nuwe I ed utili ewluzioni di pik anahgÌ9 '• I^e 
qaali cose debbono essere distìnte , e fanulian in 
colui y che voglia ordire con eleganza iiBa geome- 
trica dimostraziooe ad un teorema , p dÌ8|0n4er 
Tanajisì geometrica di an proble^iaf 

7.1 dati di $ito meritavano di essere più attenta- 
mente dai geometri contemplati ; poiché di essi o- 
scuro ne il concetto, ne son ristrette le teoriche^ ed 
è poi diificile il poterli all'analisi algebrica innestare. 
Or queste cose v^^nsi chiarite, distese ed agevola- 
te ufiì cap.y^, e quivi pur son gittate le fondamen- 
ta della moderudiGeometria a/ia&'t/ca, della deserà^ 
twa , e di quel ramo di Geometria Cartesiana, che 
^ per oggetto i caratteri, e le classi delle curve ^ « 

* L* autore credè necessarie queste cose nel presente suo .trattato fino 
al 1807 , che , come si è detto ricompilavalo X uUima volta ; poichò 
e9se maocavaDo negli Elemeoti Euclidei, da* quali deie cominciare \ i- 
^ti.ti^ziooe dì coljoi, chi9 nella diffic^earte dell' inventar geometrico vuo- 
le introdursi ; e per tal ragione mi astenni dall* inserirle nella prima e- 
4izione dell' Euclide pubblicata nel 1810 . Ma poichò mi avvidi, chela, 
mmpa del presente trattato femlevasi dubbiissima , le recai » dando 
ad esse conveniente forma elementare^nella seconda edizione del 1811. 
Con tutto ciò ho credute doverle ancora qui ritenere , si per non alte« 
lare \ ordine delle proposizioni stabilito dall' autore in questo suo libro 
ae* Dati , e per non mutilarlo ip cose , che a lui eoo pipi drittp apparto* 
nevansi ; e si ancora per renderlo non solo atto ad apprendersi da chi 
avesse studiato 1* Euclide da me esposto» ma eziandio un qualunque al- 
tivk L' imporMnza di queste cose le sapri valutare chiunque pon difetti 
nella buona , e regolare istituzione geometrici! , e che non ne giudichi 
con quella leggerezza , che ora sogliono usare taluni pedantucci di 
scuola , diventati a* di d' oggi lo scorno » e la rovina della buona istitu« 
|EÌDpe geometrica • 

' Per questi due rami di scienza geometrica , veggasi ciò che si è 
detto in fine della precedente prefazionei e la nostra (homttria di $Ìio. 
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8. Una grandezza geometrica Tè atache data, sene 
sapremo il valore y o Y analitica sua espressi)one(4)* 
Dunque V è un' utile ricerca il poter quella esibì-- 
re da! sub valoi^e • E queste indagini sono scien-^ 
tificamente neir ultimò capo rapportate • Ma es^e 
potrebbonsi ridurre al seguente generalissimo pro- 
blema : Détto il valore algebrico di una retia^ siasi 
questo éspUciio , o implicito , esibire quella ^ran^ 
dezza geometricaménié , o per rriezzo di una di^ 
stinta costruzione ^ à col moto Continuo di un /- 
strumento. 

9. Il trattato de* Quesiti di taK problemi , eh* è 
interatnenfe nuovo , e nel secóndo libro si contie^ 
né I discende da questo semplicissimo principio , 
che : La soluzione di ógni problema geometrico 
riducè si a rinvenire uri punto soddisfacente a cèrv- 
ie condizioni iV/ proposte. Dì qui un ampio campo 
di speculare si apre ai geometri. Basta indicar loro^ 
esser grandezze ignote , e quelle rette , che da tal 
pu nto conduconsi a punti dati ^ e quelle ^ che con 
dato sito distendonsi da esso su linee date , o che 
queste sien rette , o pur sten curs^e. Le parli di ta-^ 
li rette y che frammezzano linee date son pure ti 
pia delle volte grandezze ignóteé Generalmente sa- 
ran taK le potenze di- coteste ignote^ i lóro rappor^ 
Uy ed ogni grande zza^y che dentisi da ciascuna di 
esse per una via geometrica j o per un altra trascen^ 
dènte» H nostro autore nel sistemar queste ricerche- 
ha dovuto, impegnarsi a. risolvere uà altra probk^ 
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ma generale , che è inverso delT anzidetto (7) ^ 
cioò : Se una grandezza ignota di un problema 
geometrico si dinoti per lax ^ quale da^rà essere F 
espressione di un^ altra , che siale connessa con un 
rapporto algebrico^ o trascendente^ o che con queU' 
la 9 o con altre serbi dato sito ? 

lo.Ma oltre a queste ignote socie, che si presen* 
tano air analista , quando ei imprende a risolvere 
un geometrico problema , ve ne ha altre , che n' e- 
mergono dopo averlo risoluto, e nel comporlo. £s-» 
se sono quei determinanti de* diversi casi di un tal 
problema • Imperciocché nelle soluzioni analitiche 
delle geometriche quistioni incontrasi mai sempre 
una mirabil cosa, ed è, che : Se un geometrico pro^ 
blema abbia più casi similmente condizionati^ Fé* 
quazione , cAe per uno di essi rinviensi , è sempre 
identica a quella^ che per ciasam degli altri si rin^ 
verrebbe f laddove le radici reali di detta equazione 
ne offrono i determinanti di quei diversi casi "^« Or 
se ciascuna delle prime ignote F è una funzione di 
ciascun' altra , sarà ciò anche vero per le seconde? 

j j .Le condizioni apposte ad un problema vi for- 
mano benanche il nesso delle sue ignote . Quindi 
è ^ che in tal congiuntura doveansi le seguenti cose 
chiaramente dinotare , cioè , qualsia la natura di 
tali condizioni , e quali debbansi dire di un identi^ 

'^ Una tal verità verrà io appresso ampiamente diltickiala ; e se ne 
potrà anche vedere un' analitica dimostrazione diretta in fine del voi. I. 
del nostro Cono dianulni algebrica. 
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co ìcopù y come ciascuna di esse sìnteticamentt in 
sdire si trasformi y come possan le dette oonditio* 
ni tradutsi in equazieni f quante di loro si rickieg^ 
gano in Un problema , perchè sia determinato ) e 
finalnciite cotne un problema geometrico si possa 
scindere in due indeterminati y che gli equivalga^ 
no j ond! eiperk locali di questi ne testi risolalo 
giUstìsmente y e con eleganza. 

1 a # Queste ricerclie sono recate nel capitdio IlPé 
Nel lY^ de' liiogbi geometrici sititeticamente rap* 
portati si ragiona ''. Sa tal proposito si discetta sa 
i Porismi Eodidei y che dell' analisi geometrica la 
più energica parte conteneano '^ « £ per intender 

* ■ L* autarOi dopo aver data qd' esatta noiione dì tali luoghi » e deis- 
ta prima (riplice disttozione, che gli antichi ne fecero, riguardando alla 
^uaiitA loro , in éfsMei, angstrofiei , • ii§i$odi$i » ed ali* altra coocerr 
nelite il gFBdOf in ftam\ mlidi ,,e lineari y ti limita per qaesta ad alca- 
dì principali esempj di luoghi alle linee , d' onde non solamente né ve^ 
Disse riscfaiarata la loro natura , e la maniera propria di aoniidéfarli » 
liia. ancora per F uso , ohe in appresso doveva farsene ; rimetteoda per 
una più estesa scienza de^ medesimi , in riguardo 9l luoghi piani » al* 
ìè restituzioni di essi fatte dal Fermai , e singolarmente da Roberto 
8ini8<fti de* doe libri pevdoti di A(KyUonio , è noi vi aggiogoiarao an- 
cora r eccellente esposizione « che dietro questo geometra ne fece il 
Lhuilier , nel suo trattato de t analyse geonUtrique y et del analyee al* 
gibrique , e pé* luoghi àdidi «li* elabofatissima reslitti^iotte del Vlvish 
Ili de* cinque libri di Arislèo Seniore composti su* medesimi. E per 
riguardo alla prima delle Suddette distinzioni » ed all' uso di quelli alla 
soperficie , nella soluzióne dcT problemi -, si potrà riscontrare la nostra 
Geometria di sito, nella prefazione , e ne* capitoli di essa oye trattati 
di superficie curve» d* intersezioni loro, di linee sulle medesime segna- 
te , e di problemi costruiti per mezzo de luoghi alle medesime • 

' ' Per tale argomento , the non è stato riti venuto ne' MSS. del Fer- 
gola, si potrà leggere la prima dette dissertazioni nel vol.I. degli Opu- 
icoli meUeeialiei. 
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metria , oostituiscoDo la seconda opennpni^ delFa*- 
nalisi gieometrica.Cotesta wrw di consegoeose vuol 
continnarsi con eleganza j e semplicità ^ iosia che 
non appaja nna fra loro , che sia fattìbile j cioè a« 
liquid iam cognìium , hcoqué principii habitum 9 
come Pappo lo spiega in continnazione del luogo 
precedentemente racato • E se piaccia risolvere il 
problema con V analisi algebrica ^ basterà tradurla 
in equazione ^ e poi risolver qnesta , e costruire '^t 
Ma qual si ò mai quella £ittibile conseguenza , che 
il corso dell' analisi geometrica ne arresta ? Ella ò 
un problema di già risoluto in Geometria , q che 
ben si vede dipendere da problemi elementari • Ed 
è piri mirabil cosa , ed insiein gioconda V intendere 
in quest* opera I che : tult i problemi <// primo gra«- 
do si riducono a ritrovar duo rette 1 k qHali abbia^ 
no una data sommay ouna data differenza^ e che 
sien proporzionali a due rette date • Che 1 proble^ 
mi di secondo grado si ridueon pure a rins^enir due 
rette 9 che abbiano una data somma y o una data 
differenza ; ma che sien reciproche a due rette da-^ 
te. £ che finalmente i problemi solidi^ cioèy di ter^ 
%ùy e di quarto grado sirimpUon tutti a trisegare un 
angolo j o a ritrovare due medie proporzionali tra 

dite rette date t. Intanto X autore riduce tutti questi 

^' IsMiiialìMifM QMdiiioae , parche oiT proUema gison^trica sia 
eoa? Mevolneata risoluto si è la eostruci^oe ; ofiT li cipe ti|tU gH aafti- 
chi , • i Badatili geometri defioireaa il pnoMamf emf dò , ìi| «no «lù 
f «Mi fm^imàmm , «1 «onffni^iHiiifpi pr^f^H^ ; «1 aiti da questa diitiQ« 
eero la satura de' problemi , a li ^aisifieerooat 
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problemi 9 e piani» e solidi ^^ che sieno ad : inclina^ 
re tra due luoghi piani una retta data j che passi 
per un punto dato '^ . £ quindi dalla diversità di 
questo adattamento y e de' due luoghi si potrebber 
tatt' i problemi geometrici classificar nel grado. 

i6. Per compimento di queste teoriche doveasi 
ragionare della composizione de problemi geome* 
trici 9 cioè del modo di attigner le loro costruzio^ 
ni j e chiare dimostrazioni dallanalisì geometrica di 
essi* che Pappo cosi dichiara : E contrario auten^ 
in compositionCy cognitum illud , in resolutione uU 
timo loco acquisitum , ut iam factum pracmitten^ 
tes y et quae ibi consequentia erant j hic ut antece-^ 
dentia naturali ordine disponentes , atque inter se 
conferentes f tandem ad constructionem quaesiif 
pers^enimus . £ siffatto andamento viene dopo i 
già detti sviluppato in questo libro Iir. Intanto , 
se la soluzione di un problema geometrico n' è gui« 
data a fine con Y analisi algebrica y se ne formerà 
r analitica dimostrazione , dopo averlo geometrica^- 
mente costruito, sol che si ricalchino con retrogra- 
do passo i tratti algebrici della soluzione. £ nori sa- 
rà poi ardua impresa il convertir questa in geome- 
trica : imperciocché le analitiche espressioni si saa 
facilmente tradurre in geometriche grandezze (7) , 
e le equazioni di quelli in altrettante analogie • £d 
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Qaestt ooiforaie riduzione de' problemi , non vedesl nelle opere 

degli anttehi , t quali forse altra ne conobbero , come il nostro profes* 

amre Scont addila , nella sua Divinazione dM Analiii geometrica df- 

fff antichi • 

d 
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è pur noto ai geometri , che \ essenza di una sin^ 
letica dimostrazione principalmente consista in un 
chiaro processo di geometriche ragioni su geome- 
triche grandezze eseguito. Ma le dimostrazioni sin- 
tetiche lavorate a questo torno , come il prescrisse 
il sagace Schooten '^^ sono per la più parte immen- 
samente gravose ; ond' è , che un metodo nuovo 
proponesi dall'autore ad evitar tali sconcile vi si re- 
cano varj avvertimenti) uno de'quali vogliamo qui 
appresso rapportare. 

17. La Geometria è nn cammino di luce \ pur 
non è di bene profonderla in modo , che abbacini 
la nostra intelligenza, cioè a dire non si deggion ren- 
dere sì minute, osi lunghe le geometriche dimostra- 
zioni , onde sia malagevole ritenerne le parti loro , 
e '1 nesso . Né convien contentarsi di quelF equa« 
zione finale di un problema , la quale veggasi trop- 
po complessa , ed inviluppata , sicché non sia co-- 
^IruihiU affatto, o con duro stento , come si è pec- 
cato da qualche sommo analista . Imperciocché il 
problema , eh' è una proposizione, quae in propo^ 
siti proponitur conslnictionem , si dirà risoluto con 
eleganza, se potrà facilmente costruirsi j né si dirà 
mica risoluto , s' ei non sia costruibile '^. 

'7 Vedi il ftuo trattato de cwMtnnandU d^mwnitratiùnihui gtomt^ 
iricU tx calculo algebrico , in fioe della Geometria del Cartesio , da 
lui pubblicata io latino . 

' ^ Caatillon apiega questa qualità insita alla natura de* problemi 
geometrici col seguente canone : In prMemaHi , praeeipuu^ locus eU 
coMtructionii ; contiruclio quacritur » et aclu est peragenda • Ed io 
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i8. Questo libro Tir, come i' è anche del IV ve* 
desi di varj problemi intarsiato , per chiarir leggia- 
dramente le teoriche espostevi . Ma in un' appendi « 
ce ad esso,ed in più capi propongonsi alcune serie 
di problemi piatii, principalmente ordinate per gli 
argomenti del luogo risoluto, e per eleganti vie deU 
la sintesi , o dell' analisi algebrica disnodati. E da 
ciò s' ingegna V autore di poterne l'orditura di quel 
luogo divinare '^ • Quindi è, che vi si osservan fi- 
soluti i principali problemi de determinata seclio^ 
ne j ì due essenziali de sectione ralionis , et de se^ 
elione spatiiy ì più famosi de inclinationihus ; e poi 
tutti quei j che diceansi de tactionihus ^^ . Ma que- 
sti ultimi problemi , che impegnaron la geometria « 
del sagacissimo Vietale gii analitici artificj del gran 
Nevi^ton j si fan discendere da una nuova proprie- 
tà del triangolo, che altri non vide ^' ^ ciascuno di 
essi con lieve calcolo , o con agevoli geometrici ten "^ 
tati vi distintamente dagli altri può risolversi j e tut- 
ti poi si riducono al seguente facilissimo problema :: 

vero il quesito di un problema dee essere analogo al dato , e corrU 
iposdeate ad esso : or se il dato è geometrico , una costrunone ri- 
ctìiedesi pel queàito » e noa già un italore » come •rrooeameote tro^ 
vasi detto da taluni. 

'> Quest' argomento si vedrà più difllasamente esposto oeL toI.K. 
degli OfU9col% matematici. 

*^ Pe* quali \erri ora estesamente trattato ^insieme- ad altrfaffin».^ 
nel Tol. Ili degli Opuscoli poc'anzi detti» 

^' Una tal proprietà del taiangolo vedesi ora aoehe convencvoìkiie»*- 
te estesa ; e per 1* uso, che può farsene in risolvere altri prol^ieflù 
potrà vedersene un esempio* ooUa nota^ alla Tngomnmilact t^^é-^iM^ 
kieioi del Resiomoaiaia*. 
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Doto di posizione un punto fuori di una retta ter-^ 
minata da una sola parte \ inclinare da quello su 
questa una retta j la quale stia al segmento j che 
ne tronca^ in una ragion data. 

1 9. La parie ir. di quest' opera è anche divisa in 
tre libri j e ciascun di essi in più capi «Nel libro 1* 
ragionasi abbondevolmente de' problemi sdidi 1 e 
de modi di scioglierli con eleganza ^^ • Nel ir si 
propongono alcuni metodi nuovi per poter risolve- 
re elegantemente i problemi di sito , e posizione , 
sien questi spiani , solidi , ipersolidi , o anche tra-» 
scendenti ^^ • £ finalmente il libro III^ ha per ob- 
bietto i massimi ^ ed i minimi nelle quistìoni geo- 
metriche, e geometricamente rilevati ^^. 

do «Dappoiché i problemi solidi si riducon tut- 
ti alla trisezione angolare , o a rinvenir due medie 
proporzionali tra due rette date, è sembrato all'au- 
tore esser cosa conveniente il risolver con accura- 
tezza , ed in diverse guise que' due problemi , ora 
premendo le tracce delle scuole greche^ed ora quel- 



** Chiuderemo uo tal libro con un capitolo de* frMemi Bolidi ; iptr- 
iolidi , e traicendentx , che risolvomi alla maniera de' problemi piani » 
che trovasi tra' MSS. del Pergola eoo la data del 1808 , e nel qaal« 
conteogo[\3Ì più problemi di tal natura « nel iuddetto modo elegaole^ 
niente risoluti . 

*^ Conìe che questo argomento trovavasi già trattato nella Geome^ 
irta di silo , e che d'altronde. il medesimo ne' MSS, del Pergola è as- 
sai mancante , e disordinato ci siamo però astenuti di qui riportarlo. 

*^ L autore % ingegna divinare 1' analisi geometrica, che ne guidava 
gli antichi in tante ricerche da essi trattate in questo argomento • cor- 
redandone i principi geometrici con un* estesa applicazione a problemi* 
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le (ìe^geomelrì moderni . la tal rincontro egli ha os^ 
servato » che da' principj euristici , onde si condus*» 
se r illustre Newton nel risolvere il primo de' pro- 
blemi aneidetti sia sorto il metodo per la moltipli^ 
cazione angolare^da cui posson germinare le formo- 
le y che per tali espressioni rinvenne il Vieta ^ e do* 
pò lui Ugtredo , Wallis y Giovanni j e Giacomo > 
Bef noulli, Ermanno, Lagoy » il marchese de V Ho^ 
pitaly ed altri geometri posteriori • Ma quel princi-* 
pio Newtoniano era stalo marcato dal grande Ar« 
chiraede, e queste formolo potrebbero agevolmen- 
te sgorgare dal famoso teorema Tolemaico ; imper^» 
ciocché il nostro autore ne ritrae per immediatacon- 
srguenza di tal teorema esser 

e da questa verità con lieve calcolo si possono quel'* 
la formole derivare ^^. 

2 1 • Intanto lequazione per la trisezione angola- 
re è sempre cubica del caso irreduttibile j ed inca- 
pace di depressione. Imperciocché s'ella potesse de- 
primersi al secondo grado , vi sarebber due radici 
reali in detta equazione, mentre nel problema, d'on- 
de questa si ritrae , vi sono tre diversi casi, che co« 
nosconsi intuitivamente. £ sarebbe più assurda co- 
sa , e contraria alla natnra delle analitiche soluzio- 
ni y il creder , che due di questi casi si possan de- 



*^ Dello stesso principio geometrico ci fliuno prevaluti per dimostra* 
re UD tal teorema oella J^rìgonomelria. 
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terminare dalle radici della risaltante quadratica e^ 
quazione j e Y altro poi da quel fattore straniero • 
Danque il problema della trisezione angolare j co* 
me vien dimostrato dall' autore con queste > ed al- 
tre più energiche ragioni , non può generalmente ri* 
solversi circino et regala ; sebbene vi sieno infiniti 
arcbi di cerchio particolari trisecabili colla Geome-» 
tria elementare ^^ • Or T espressione di questi con- 

tiensi nella formola ~ , ove la ^ dinoti una par* 

te deir arco qnadrantale , la quale si possa con an* 
tificj dementari esibire. 

23 • Per occasione di un tal problema espongon-* 
si alcune ciclometriche proposizioni , cioè : segare 
un arco dato in una ragione data «^ dis^idere un 
semicerchio in una data ragione 9 per una retta , 
che passi per un dato punto del diametro^ ec. Ed è 
anche riescito all' autore il divinare la vera dimo- 
strazione diretta <lel teorem a ciclometrico dell'inge- 
gnoso Cotes 9 la quale si fa dipendere in facil modo 
dai soli Elementi di Geometria , e dalle algebriche 
equazioni : e da'principj dimostrativi usati dal me- 
desimo autore molte verità neli' analisi sublime si 
raccolgono . In tal rincontro furono notati i nei di 
quelle dimostrazioni , che a questo teorema sepper- 

^ Si potrà anche a questo proposito riscontrare una dia sertaxiona 
da me presentata alla B. A. delle scienze di Napoli , fin dal 1808 , in 
occasione di Tarie trisezioni di angolo ad essa inviate per esame , dal 
tninistera dell' Interno ; la quale fa poi inserita ip. fine deliejfiott ad 
alcune più antiche edizioni della TrigonomHria . 
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ìri supplire tanti preclarissimi geometri , cioè Pem- 
berton , Abr^iino di Moivre , Ermanno , Giovanni 
Bernoulli y Warmesley , Tommaso Simson , ec. ^' 
33» La composizione geometrica di un problema 
solido tiensi per elegante dal Cartesio i s' ella si e« 
segua col combinare insieme una data parabola y ed 
un cercbio j laddove il Newton è di parere, cbe per 
elegantemente risolvere un problema solido vi si deb* 
La combinare al circolo un'ellisse, come quella, che 
fira le tre curve coniche è la più facile ad essere de- 
scritta organicamente • E con ciò eì vuol preferire 
una manuale , e comoda operazione alle pure geo- 
metriche speculazioni , come il sommo Archimede^ 
secondo eh' ei dice, si avvisò fare« Or parrebbe ar- 
dimento il dir parola in questi dispareri tra i due 
gorami geometri il Cartesio , e '1 Nev^tonj pur non- 
dimeno r autore ha voluto aggiugnere qualche ra- 
gione a prò del primo , per torre cotesto equilibrio 
di assensi dalla mente de' giovanetti ^. 

*' ATeodo in segaito r autore coogegoate qaeale ricerche , ed altra 
affini io più Jftmme , che Teggonii nel voi. L degli Atti della oottra 
R. A, delle icienze , dod si è stimato doverle più qoi riportare • serbali* 
doci a riprodurle nel toKVII degli Ofu$eoii maiemaliei. 

** Dopo dato fuori il prospetto della presente opera , yedeodo le dif- 
ficoltè.che T* erano perla pubblicazione di essa, si cercò in altro modo/ 
che ne fossero almeno estratti alcuni degli argomenti più importanti , e 
da eii ebbero origine le cose coosegnate all' Accademia, per Jlfsmorte » 
di cui è detto nella nota precedente • e le altre , che nelle seguenti note 
irerran dinotate. Da ciò anche gli Opuieoli dal IX airXI, co' quali ter- 
minatasi il TdIJ. di quella raccolta , che altra volta comiociossi a pub- 
blicare, ne' quali trattaTansi i probUmi i$ mcltiialtoiiffryt unitersalizEa-* 
ti ; e r ultimo di essi terminasi precisamente con la discussione qui in- 
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^4* ^^^ equazioqe può conveoevolmeote scom* 
porsi in due indeterraioate equazioni , sicché con* 
binando le locali di questa si possano le radici rea* 
li di quelle geometricamente esibire.In ciò dunque 
tralucono gli argomenti di due am[^ trattati i che 
r autore espone in questo libro : \ uno su i luoghi 
geometrici 9 \ altro della loro combinazione per ri- 
solvere i problemi solidi con eleganza. Il primo di 
ttfiatti. argomenti vien recato in una maniera assai 
più chiara , ed accurata , che noi fecero gV insigni 
geometri Craig , e Gio. Witt ^ co' loro metodi com- 
piuti 9 ed ingegnosi • Che anzi per colmo di facilti ^ 
e di chiarezza vi si veggon proposte due tavole^ Ua« 
na con le indeterminate quadratiche equazioni , e 
r altra con le geometriche loro costruzioni^ affinchè 
i giovanetti con risparmio di analitiche operazioni j 
e di queir incertezza , che talor gli aflfanna , pos« 
sano le dette locali costruire y e combinarne due di 
esse a piacinoento. La teorica delle combinazioni di 
due curve j eh' è il secondo de' due proposti argo* 
mentile anche i*apportata con quella luce, che i mo- 
derni analisti han saputo profondervi sagacemente^^. 

35. Qui appresso propongonsi alquanti problemi 
solidi I ipersolidi , e trascendenti , alcuni de' qna« 

dicala , della fnale fu poi anear ridetto sai imlUi0o mmliUm da' L^U 
gmmaneiii$90ù9je anftViapuhblieatoiiai 1818 { V.dal $13». al 196.; 
*• Coma è italo indicalo nella nota precodaalo, fa quello atgooieulo» 
inpbblieato ae|Mralanienle od 1818 , col lilolodi Jivifalo oncfif tao da 
ht^gki f$am$iriei , in aogiitlo M fraHofo onofJMco ddk AitVmt cont- 
^h€ , giji dato fuori noi 18U . . 
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li veogon risoluti alla maniera de' problemi piani , 
ed altri col descriver solo una certa curva . Così, se 
propongasi : di tirare da un dato punto fuori di un 
cerchio j o di una qualunque curva algebrica^o tra-- 
scendente due rette a queste curve , le quali con^ 
tergano un angolo datOy e sien proporzionali , o 
reciproche a due rette date j il problema potrà ri<« 
solversi con principj degli Elementi piani ^^.E tanti 
altri problemi di questo più speciosi ,e più malage* 
voli saranno con pari faciltà risoluti Jn tal congiun- 
tura vien recata una nuova soluzione del problema 
delle anomalie^ e molto alla pratica conveniente^^ 
£ riesce anche agevole il saper : adattare tra due 
rette date , ed una qualunque curva un triangolo 
dato di specie y e di grandezza ^ sicché gli angoli di 
questa Jigura cadano su quelle linee rispettivamente. 
a6.Nel secondo libro della parte II vengono pro- 
posti in più capi i nuovi principj di conversione j di 
trasferimento j e dì fissazione > onde n' è dato pò*» 
ter assolutamente risolvere > e con geometrico uÌt 
tore un infinità di problemi di sito , e posizione ^^, 

'^ Questo problema vedesi risolato elegantemente nella proposizione 
10 deir oputeoh IX, della RaeeoUa dì essi pubblicata nel 1810 , di eui è 
stato già detto nella nota 28. E gli altri problemi de' quali poco dopò 
accennasi formano ancoF oggetto di un tale opuscolo , e de' due se- 
guenti • Questi opuscoli terranno riprodotti , nel toI. V. della nuova 
raccolta promessane nel Manifuto pubblicato. 

'' Vèggasi la prop. Si oell' opuscolo X de' sopra citati. 

'* Si tenga presente la nota 23.E si p^tri anche sul proposito riscon^ 
ìrare il voi. I degli Aui dMa R. A. i'JiSfifinz^ , a belU lettere di NapoU, 
^.kki;^#-. nel 1788. ^ 

e 
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che per nion* altra via , siasi ella algebrica j o geo* 
metrica avrebbersi potuto isnodare. Sa di che vuol 
sapersi ^ che tanto è \ adattare in un certo modo a* 
na figura data di specie , e di grandezza tra più li-» 
jiee date di sito ^ quanto il circonscriver questa a 
quella , che nel detto modo , e col proprio loro si- 
to si giacessero. Or^ chi il crederla i cotesto adatta- 
mento di linee a quella grandezza non è che un pro- 
blema delle inclinazioni \ onde avvedutamente pre- 
mettonsi dall'autore tre porismi di tal genere ^ ed a 
ciascuno di essi moltissimi problemi di sito si rap- 
portano. In questo capo vengon prescritte le regole 
dell'indicato metodo, nel caso, che la grandezza da 
doversi tra queste linee adatti^re sia data di specie , 
e di grandezza , o di specie solamente. 

17 • Il dato sito di punti 9 e linee può cangiarsi io 
un altro 9 che sia dato altresì , e che riesca comodo 
alla soluzione del problema • In ciò risieda il prin- 
cipio dell' indicato trasferimento • Per mezzo di 
esso risolvon^i assai facilmente alcuni problemi di 
$ito j come vien prc^sto dallautore • Colla sua Iu«^ 
ce dimostransi con indicibile agevolezza molti teo- 
remi di Apollonio su i luoghi piani • E finalmente 
pgni figura può convertirsi in un' altra , che I9 sia 
simile j ed in tante altre 9 che allo stesso genere di 
essa appartengansi. 

!i8.Per occasion del terzo principio y che abbiam 
chianiato òì fissazione y si ragiona su ì porismi àeU 
le greche scuole y e sulla Geometria analitica a duf 
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coordinate > di cui tanto i moderni si fan pregio • 
Con qnesto metodo polrebbonsi creare de' purismi 
geometrici , lo che non si è da* proprj autori osser- 
vato : e da ciò potrebbonsi vantaggiar le ricerche 
su di essi fatte da' due preclarissimi geometri Pietro 
Feitnat, fé Roberto Simson ^^. 

99.81 è veduto» cba la Geometria all'Analisi pre- 
valga ^quando si tratti risolvere i problemi di sìto^ e 
posizione . Dntiqné ragionevelmentc oell' ultimo 
capo del libro IL dovevasi trattar del confronto di 
que' due mètodi euristici » e delle rispettive loro e- 
nergie. La Geometria torma in noi lo spirito dimo- 
curatore » e ci Pende benaficbe atti ad inventare • E 
pure 9 cbi il credereU>e l non mancan deg.Li anali-^ 
sti I i quali ardiscono di stranamente spregiarla , 
facendo eco alle voci del marcb/ese di Condorcet , 
cbe dicea della sintesi esserne scabro il sentiero » 
malagevoli i passi > e ristretti i tisultamenti • A co^ 
«toro ricordasi dall'autore 9 che dalla Geometria y 
come da fecondissima terra sien germinati il caUco-- 
lo differenziale y é Vintegmde y. il matoda de^ mas^ 
simi y e minimi y. quello degl' isoperimetri j e tante 
altre analitiche iadagazioai «. Che la Geometria può^ 
esibirci le ràdici reali delle algebriche equazioni su* 
periori al quarto grado , e quella delle trascenden.-^ 
li eziandio y la ove i' Analisi noa vale ad esprimer 



^ Ciò yenk Cmnoì eseguii* nella' ciiiDa. dìtferUaoBf ^ cfee i 
mo ad tqI» k d«gli OpuuoU ^ 
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quelle, e queste in alcun modo • Di più \ integra^ 
zione de fratti razionali , eh' è la parte più com- 
piuta di questo metodo sommatoiio ^ riconosce dal- 
la Geometria i suoi principi j e 1 progresso. E tan- 
te espressioni non integrabili assolutamente , o per 
la quadratura del cerchio , e dell' iperbole j si ri- 
metton sovente ad archi delle curve coniche ^ o di 
grado ad esse superiori • Alla Ge(»nelria in certe 
inesplicabili analitiche ricerche il più ^elle volte 
Siam costretti a richiamare^^.E finalmente n^Fana* 
lisi algebrica y di che acerbamente dolgonsi i geo- 
metri 9 il calcolo de* siti manca tuttavia ^ ec. On- 
de da queste cose potrà concludersi non esser mica 
un' inutile impresa, o puerile il coltivar la Geome- 
tria decentemente ^^« 

3a.Lie speculazioni sa i Massimi^ e Minimi f 
che hanno formata dell' età vetusta , e tra' moder- 
ni le delizie di un saggio geometrizzare , veggonsi 
ora mai ridotte a metodi analitici assai cluarì , at- 



^^ A tatto il fio qu^ geBer^lmente detto » ed alle eOBCordi tatorMi do* 
più distÌDti matematici , clie rìlevaosi cootinuamente nelle loro opere ,, 
aggiugneromo i contintti paralleli , io cui porremo i diversi metodi , 
nel preieote trattato» nelle note ad esso , ed ancora nelle ricerche geo- 
metriche esposte in più volumi degli Qptucofì, che per l'invenzione 
geometrica le Matematiche ora posseggono. 

'^ Ecco in qual modo si è sempre raccomandato in nostra scuola , e 
ai raccomanda lo studio, della Geometra , di che vi è un aigomentail 
presente trattato; e siamo contenti di vedere i nostri desideij soddi* 
sfatti altrove dagli accorti matematici , che con solida dottrina , e for* 
za d ingegno coltivano , ed amano far progredire la scienza ; e dì a- 
ver presso noi conservata finora la regolare, e compiuta istitu^iooje di 
essa ^ 
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tivì y e generali * Ma V analisi geometrica ^ che per 
tali ricerclie impiegavasi dagli antìclii ( lo che im- 
porta principalmente rilevare ) qaal ne fa mai ^ e 
e ome or si potrebbe divinare? In tale impegno entra 
il nostro autore negli ultimi capi di questo libro ^y 
con aver prima le seguenti cose delibato • 

3 i • Egli cerca primieramente di poter chiarire, 
colle geometriche nozioni gli oscuri concetti degl'in^ 
finitesimi ; e poi coteste sublimissime indagini ia 
due classi ripone • In alcuni di sififatti problemi sì 
domanda : in quali casi una certa grandezza per^ 
^enga nel massimo j onel minimo suo grado ^^ ed in 
altri si certa, di dos^er tra infinite curve quella rin^ 
venire , che possegga nel massimo , o nel minima 
grado una proprietà data. I primi nella prima clas"» 
se potranno allogarsi , e gli altri nella seconda. Per 
risolver quelli ne basta il saper differenziare le fun- 
zioni delle variabili ; e per gli altri vuoisi il meto- 
do degV isoperimetrij o il calcolo delle Fariazio^ 
ni impiegare. Or V autore, indicate le leggi di que^ 
sti due metodi , s' impegna a stabilire certi princi- 
pj geometrici, che sono facili, e nuovi ^ e colla lo^ 
ro guida risolve non poche quistioni di massimo , 
o minimo , che alla prima classe si appartengono. 

33, Varie altre speculazioni dell' autore ugual- 
mente interessanti, che le già dette, potrebbonsi ad^ 
durre in questo Prospetto , se la brevità di dire non 

'^ Questo bellissimo , ed importante lavoro del Pergola verrà reca* 
io nel Toi.III. degli Ojjuicdi matematici • 
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cel vietasse. Vi aggingniamo solamente, cbe ceoti«- 
saja di proMéfliii osservansi risoluti io quest'egra » 
cob nitore geometrico , o con algebrica precisione. 
Alcnni di essi sono di nuovo conio '^ \ altri foron 
proposti nelle greche scuole ^ o nelle opere rinven- 
gonsi de'moderiìi , ed alcuni altri da' volumi delle 
Accademie son carpiti* Una parte di questi proble- 
mi è sparsa tra le teoricbe del trattato , per dar lo<- 
ro convenevole chiarimento ^ ed altri vengon reca-* 
ti alla fiùe , per poterne Fuso di quelle agevolare . 
Ma queste teoriche ^ e que' problemi sono anche 
figgiate di annotazioni oltremodo erudite > per far 
intendere a* giovani il progresso ddle invenzioni, e 
lo stato attuale delle nostre scienze ^.Intanto , con 
im sentimento àA mentovato autore , terminando 
cotesto abbozzo, diciamo: se moltissimi giovani con 
pochi frammenti di quest'opera varie volte ammae^ 
8trati,han cons^uito lo spirito di nitidamente dinKH 
strare , e di sciorre con el^anza i problemi , qual 
vantaggiò non dovrà ridondarne a coloro, che si fa* 
ranno con più saggio magistero ndl' intera opera i-^ 
atruire ? 



>7 Si abUa qui pmei4è tiò eh* è dettobèlh pagina XIII dd\9,pnfa^ 
stona ; ed ora aTTertiMno lòlaoiéfite , ch0 aicoome di essi Cicevasi un. 
cootiirao eserdUre io noslrt aeuola , seo* è per&.fediita già pottlieatai 
più di uoa tatcnUa ; imitaiMlo anooUs akaH» kt noi tt eostuoie di attri- 
buirseli • 

'* Ciò si tedrà ora oca maggior esteosieoe eseguita nelle nostre iVbla^ 
in fine del tratuto , eom* ò stato detto nella juv/iuioM a pag;. XII ; e> 
nell' awertioiento , che ia iooanaiad esse» 
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Così chiadevamo il pnspetto d! questa elabora- 
ta opera del Pergola nel 1 809 y che abbiamo ere- 
dato doverlo qui ripetere scrupolosamente , onde 
una migliore idea di si importante lavoro di più 
Iqstri , e tante vc^te rifatto , avessero potuto farne 
i moderni geometri • Ed oh! l'avesse Y autore me« 
desimo a quell* epoca pubblicato per le stampe , 
come liberalmente usava diffonderlo manoscritto 
ad istruzione de* suoi allievi ^ che di molte altre 
dottrine V avrebbe sicuramente arricchito neir at- 
to della stampa : e quante di quelle cose , che or 
vi si vigono monche vi avrebbero ricevuto compi- 
mento ^ e perfezione. Ma poiché è vano il dolerci^ 
jdopo U sua grave perdita , e lo scorrer di tanti an- 
ni y di una sventura irrimediabile y bisogna ben , 
che le Matematiche si abbiano una tale opera ^ in 
loro aumento , nel miglior modo , che ci ò riescito 
ordinarne le membra sparse peggio assai di quel- 
le di Absirto j e la gioventù studiosa di apprendere 
i metodi j che tali scienze posseggono^ e chd vuole 
acquistar ifwnsL j facoltà j e discernimento ne^F in^ 
menzione geometrica^ ne raccolga tutti qne' vantag- 
gi^ che alcun'altra opera finora prodotta ad essi non 
offre • 

C per vieppiù agevolare il rinvenimento delle va- 
rie y e iQoltiplici dottrine, che in essa eontengonsi y 
abbiamo stimato conveni^ite con^ierne, delle prin- 
cipali di esse y V indice y che qui appresso soggiu-^ 
gniamo. 
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Dell'esibizone geometrica del dato algebrico di una retta, xix-^ 

Del libro II. della Parte I', riguardante i qubsiti de 'pro- 
blemi, e ricérche importanti intomo ad essi. xix*-* xxt 

De* luoghi geometrici sinteticamente trattati » e su i jhh 
n'fmi Euclidei • xxi— 

Deir Ahalisi «eoirtmcjl , sua definizioocseoondo Pap- 
po . e delle diverse parti di essa . xzii«- xxitl 

Riduzione finale de problemi di 1^. e V grado, e di 9^ , e 
h^ secondo gli anticht , e nuova , che ne espone il Pergola . xiit 

Della composizione de' problemi geometrici ; in che essa 
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consista i e sua defioizioDe secondo Pappo alessandrino • 
Come si esegua, e poi si riduca a geometrica la dimostra- 
xiooe di un problema algebricamente risoluto : al che si 
propone un nuovo modo atto a renderla elegante. xiti 

Necessità della costruzione ne'problemi geometrici. xxvi 
Problemi sparsi nel corso dei lib.IIl , e noli Appendi- 
ce ad esso • xxtu 

Divisione della Parte IL dell* opera in tre libri , cosa 
dovevan questi contenere , e quali di esse e perchò ora ' 
tralasciate • xxviii-xxxvil 

N<m ecrrispùniendo dunque V aUuah Parte IL a quello 
che nel prospetto ne fu olirà voUa annunziato , Imloice- 
remo però di eontinuame T indicazione delle materie al-' 
Idra notate nd prospetto ora riprodotto, riteròandoci ad e- 
eporre quello che di presente vi tratteremo , nelt indice 
ditalparte^ 

Coochiusionii aggiunta ora al prospetto. xxxix 
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PARTE I. 



IfUroduzicne^ oV è dello della dWisione della par- 
ie 1. io Ire libri , corrìspoDdeoU alle Ire principali 
cose , che distioguonsi io uo problema t 

LIBRO 1. — Db* DATI 

Cap.I. — Definizioni pel Dato in generale» e per 
le diverse specie di esso* 

Note al cap. 1 , ed alla def. 5. 

Cip. II. — De dati di grandezza. 

Dati per conseguenza da una o due rette di dala 
grandezza. 

Note corrispondenti. 

Esibizione di due rette direttamente o reciproca* 
monte proporzionali a due date» aventi data somma, 
o differenza. 

Note corrispondenti • 

Del triangolo dato di specie e di grandezza. 

Del triangolo io cui sia dato un solo angolo» 

Del dato geometrico , o aritmetico di un angolo • 

Che s* intenda per figura data di grandula. 

Del nesso che v' ha tra* lati , gli angoli e 1* aja d. 
un (riangolo. ^ 

Principj elementari di Trigonometria. 

Diflerenza notabile tra la risoluzione geometrica , 
e r aritmetica del triangolo . 

Notea*§S.dal29aU0. 

Cap.III. — De* dati di ragione. 

Espongonsi var| teoremi elementari circa la ragion 
composta , non compresi negli ordinarj Elementi Eu" 
elidei. 

Nuovi teoremi per conchiuder proporzionalità da 
ragioni assegnate • 

Nota air un di questi (prop.iS.). 

Che dato il rapporto di due grandezze » e 1* un de' 
termini di esso , non risulta sempre assegnabile geo« 
metricamente T altro. 

Principio fondamentale per passare dalla propor- 
zione nel caso di commensurabilità a quella nell* al- 
tro d* incommensurabilità di due grandezze • 

Cip.iy.— De* dati di sola specie . 

Casi diversi ne* quali il triangolo risulta dato di 

sola specie ; e di un di essi necessario ad avvertirsi • 

Su i rettilinei , e segmenti circolari dati di specie . 
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751,76 



77-79 
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Princìpio dimostrativo proposto da Euclide pe*dati 
di sito, diverso dalla deiiuiiionedata per essi. 

PropongoDsi tre assiomi , e dal terso di essi dedu- 
cesi un corollario , come principi fondamentali del- 
la teorica de' dati di sito • 

Nota 

De' dati per conseguenza , dall' esser dati di sito 
tre , più punti • 

Similmente per quelli , che risultano da tre o più 
rette di posizione in uno stesso piano , e che s' in- 
contrino • 

De' dati per conseguènza derivanti da punti, e ret- 
te date (fi sito ; e della maniera di esibire un punto 
per le distanze rispettive da rette di sito. 

Nota al §. 77. 

Del sito de* punti tra loro riferendoli a rette di si- 
to • E del modo di derivarne la configurazione di u- 
Da curva , e Inequazione esprimente la natura di essa 80-85 

Distinzione delle curve in aeametrichet e meccani' 
the o tra9cmd€tUi » e definizioni ad esse corrispon- 
denti. 

NoU 

Esempio della maniera di rilevare I* equazione ad 
una curva da una sua proprietà ^ il quale conduce 
ad un nuovo modo di rilevar le equazioni alle cur- 
ve coniche « 

Principio fondamentale della Geometria descriUu 
ta , per fissare il sito di un punto nello spazio . 

Nota 

Etempio L per l' equazione al piano rilevata da' 
suoi convenevoli determinanti . 

Esempio IL , per l' equazione alla superficie sfe- 
rica rapportata al piano di un suo cerchio massimo ; 
ed indicazione per rinvenir quella ad una qualunque 
superficie di rivoluzione • 

Di certi dati relativi al sito per punti , rette ad an- 
golo , e figure • 

Nota 

Porisma di Format sul cerchio reso più generale, 
e dimostrata • 
Nota 

li lemma 117 lib. VII. delle Coli, di Pappo ridot- 
to io forma di porisma » e dimostrato ;. e cooseguea- 
xa di esso . 103 

NoU 

f oriinia tal cerchio deawta dalla F^^ 2. lik IL. 
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Loearum planorum di Apollooio. 

Note corrispondenti. 

Poriflma sul cerchio per le rette crmamehi pas- 
santi per UDO stesso punto • 107-109 

NoU 

Delle rette armoniche nel triangolo • 110,111 

Nota 

Porisma so tre cerchi dati intersegantisi , e sulle 
tangenti comuni a tre cerchi . 112-116 

Note corrispondenti. 

Gap. VI. — Del dato algdmeo di ima ntta , edd 
modo di geometricamente esibirlo • 117-137 

Nota 

Idea del rapporto tra valore^ ed esibizione geome- 
trica di uua retta . 117 

Maniera di esibire, geometricamente una retta 
conTenevolmente rappresentata da una frazione • 118-123 

Condizioni che dee avere una frazione per espri* 
mere un rettangolo , e come ridurla a questo • iHk-iSB 

Esibizione di un quadrato usuale alla differenza 
di due quadrati , o alla somma di più. 127,128 

Costruzione geometrica di un radicale quadratico, 
i cui termini sotto del segno sieno di due dimensioni. 129,130 

Costruzione di un radicale quadratico universale , 
di conveniente forma. 131 

Riduzione di un prodotto di tre , quattro , ee» di- 
mensioni a cubo, biquadrato, etf. 132,133 

Costruzione geometrica di un radicale cubico , e 
quindi delle radici Cardaniche; o io generale di quel- 
le delie equazioni algebriche. Preminenza in ciò del- 
la Geometria suli' Algebra . 131^-137 
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LIBRO il. — De' quesiti db* PEOBLBin. 
Cap. I. — La natura de' quttiti. 

In che consiste la determinazione di un punto , e 
di una grandezza continua ; e di quante specie sia • 138-141 

Diversi generi di determinazione spiegati . 142 

Esempio della determinazione dì un punto in una 
retta preso dall' ovvio problema di dividerla in estre- 
ma e media ragione , e risoluzione algebrica di tal 
problema nella nota a piò pagina. 142. 

Che debba intendersi per determinazione di una 
grandezza variabile 143 

Che intendasi per guentodi un problema, e distin- 
zione de' quesiti analoga a quella de dati. 144-147 

I dati d> un problema sono i determinanti del que- 
sito ; e non solamente vi debbono essere connessi , 
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11^8-150 



151 
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155-182 



156-163 
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ma benaocho sufficienti a determinarlo • 

Nota 

Quali problemi debbano riputarsi elementari, e da 
tenersi però come dati secondar]. 

Il quesito di un problema geometrico ridocesi a 
rinvenire un punto soddisfacente alle condizioni di 
quello : ed ogni grandezza che ne dipende sarà igno- 
ta al par di esso; essendo tali ignote tra loro connes • 
ae , e dipendenti l' una dall* altra nel valore , o nell' 
esibizione geometrica. 

Cap. II. — Btl netto , the ftanno le if/noU in eia- 
nun problema geometrico. 

Quali ignote dicansi connesse fra loro , o locts , e 
quali distinte • o distocie . Quando sia algebrico il 
nesso delle ignote , e quando trascendente • 

De* modi di dedurre una grandezza da un' altra cui 
Hia legata per una qualche condizione di somma , dif- 
ferenza , o rapporto definito o determinabile per 
note Ycrità geometriche • 

Come in un triangolo, datori un angolo, si esprima 
un lato dagli altri . Deduzione da ciò del teorema 
pitagorico ; ed estensione data dal Monge a tal teo- 
rema nello spazio • 173-175 

Di tal teorema vengatene la dimottrazione nella 
noia a* §§. 90 e 9i Trig. 

. .Quali sieno le ignote toeie tra tre punti dati di si- 
to , r un de'quali esista in una retta pur data di sito; 
e conseguenze di ciò. 

Nota 

Come esprima nsi i valori delle incidenti'da un pun- 
to di sito su di una curva di data natura , e della 
corda che rimane in essa, 178,179 

Una prima idea del metodo analitico puro , ed av- 
vertenza nelPusarne nella soluzione de' problemi • 180 

Diflieoltà nel distrigare il nesso delle ignote ne' 
problemi di sito assoluto. 182 

Nota 

Caf.III. — Delle condizioni de* problemi. 183.?08 

Che intendasi per condizùme in un problema. Forma 
nella quale esse possonsi presentare , e loro natura. 
Cu indo sieno identiche ; quando una sia vtcona di 
un altra , ed uso vantaggioso di queste. 183-190 

Come diventino socie due ignote principali • 191 

Corrispondenza necessaria tra'l numero delle con- 
dizioni , e quello delle ignote principali, perchè que- 
ate |ìossano rendersi noie . 192 

Quando si parla di determinazione del valore di 
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197 



198 



UQ* ignota , non btgogoa intendere , ch'esso sia «m 
solo ; ma si bene tanti , alianti ne offre V equazione 
per la quale essa rimane determinata • 193 

Nota 

Quali problemi dicansi deierminati , quali tnds- 
Urminati. 

Quante ignote principali debba avere un problema 
deierminaio ; ed in quali casi uà problema sia inde" 
terminato • 

Che non bisogni confondere le condizioni di an 
problema colle grandezze note di esso; da che risul- 
ta difettsBO il criterio , che proponesi da alcuni geo* 
metri moderni , per distìnsero i problemi in deter- 
minati , indeterminati , opta che determinali. 

Un problema geometrico determinato può esser 
suscettivo di una , o più soluzioni ; e 1 suo sciogli- 
mento dee somministrare uno o più punti sodddisb- 
centi alle condizioni di esso. 

Esempi in rischiaramento di tal principio. 

Una condizione di meno delle ignote principali di 
un problema il rende indeterminato ; ed infiniti 
punti vi soddisfano • E mancandone due sarà inde- 
terminato per due gradi ; e gì* infiniti punti che vi 
aoddislano saranno allogati in una superficie . 

Togliendo da un problema geometrico determina- 
to ora una condizione , ed ora un* altra , si ottengo- 
no due problemi indeterminati equivalenti ad esso • 
Esempj. 



$S ÌP^a 



89 



200.201 



99 



91.92 



202-205 



Cap.I V. — Kcerehe iint^icKe $u di alcuni luo- 
fhi geometrici • 

Che intendasi per luogo geometrico ; loro distinziV 
ne per la qutdita , e pel grado ; e quando un luogo 



906 209 



2Q9-2b2 
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dicasi ptono , quando eolidó. 

Avvertimento per non confondere i luoghi geo- 
metrici de* problemi con quelli delle equazioni in- 
determinato. 

Luogo alla retta , pe* vertici de* triangoli uguali 
posti sulla stessa base » o basi uguali per dritto , e 
rivolte al}a medesima parte ; ed al cerchio quando 
abbiano la stessa base» e 1 medesimo angolo verticale 217,218 

Condizione essenziale a costituire un luogo geo- 
metrico (nella nota a pie della pagana 99). 

Luogo piano al cerchio , pe* lati de* triangoli della 
stessa base , e co' lati iu d^ta ragione « 

Nota 

Luogo piano al cerchio , pe* triangiili della stessa 
base , con data somma de* quadrati de' lati. 

Luogo solido air ellisse » pe' triangoli della stessa 



94-96 



97-112 



9nr,98 



98 



219^221 
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100.101 
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baie 9 con data fomma A lati ; ed ali* ipertMle ae aia 
daU la difTereoza de' lati . 22? 

Luogo de* vertici de' parallelogrammi ugnali io pe- 
rimetro posti ìd un comune angolo ; e di quelli di u- 
goali aje , ancor coti posti. Si2& 

Luogo de* ponti in cui le inclinate da un medesimo 
punto ad una retta di aito rimaog^ooo divise in data 
ragione • 225,226 

Luogo di quelli ove tali rette risaltano divise reci- 
procamente a' due rette date • 227,228 

Nota a' due precedenti teoremi. 

Luogo alla concoide , equazione a questa eurya» 
e sua descrizione meccanica. 229 

Nota f nella quale illustrasi un luogo di Pappo • 

Luogo alla cUsoide « equazione ad una tal curva , 
e sua descrizione meccanica • Genesi di tal curva se- 
condo gli antichi. 230-235 

Nola 

Se le ordinate al lato di un angolo producansi iu 
modo , che la parte prodotta risulti terza proporzio- 
Mle in ordine aH* ascissa presa in tal lato da un pun- 
to di esso , ed alla corrispondente ordinata ; il luo- 
go di quella terza proporzionale aaià o u|ia retta , o 
una^sesione conica . 236-241 

E quefto luogo la compotizione geometrica ddC e- 
sempio recato nk §. 89» 

Giunta al Cap. IV. Di akune curve iraecendenU. 243-258 

Nota 

Ogni linea è luogo geometrico di una proprieti In- 
determinata di essa. E se due punti scorrenti equa- 
bilmente in due linee, vi segnino parti proporzionali 
ad esse intere , dovranno percorrerle contempora- 
neamente • 244,245 

Genesi della epirah Archimedea , equazione ad 
easa , e sua descrizione meccanica. E che tali spirali 
aieno tutte simiK , 246-250 

Genesi della quadratrice di Dimoetrato , equazio- 
ne ad essa , e sua descrizione meccanica • E che le 
quadratrici sieno tutte simili . Uso di tal curva nel 
quadrare il cerchio , o rettificar la circonferenza • 251^254 

Genesi delia cicloide GalUsana , sua equazione « 
e des^zione per moto organico. 255-256 

Le precedenti tre curve sono conformi nella loro 
genesi ; mentre per ciascuna di esse esigasi la com- 
posizione del movimento rettineo , e dell' angolare. 257,258 
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Cap.V. >— jDe* luoghi geometrici aUa retla anali' 
ikameute rilewai • 269-302 

Nota preliminare per tal capitolo. 
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CoM Bieoo tali laoghi , e come si adoprioo alla 8<h 
luzione de* problemi. SS9 

Come rappresentiai algebricameote il aito di un 
pDDto ; quai aia l' eqaaziooe ad aoa retta parallela 
éir uo degli assi , e modificaziooi eh* eaaa può rice- 
vere . 260-262 

Deir equazione alla retta inclinata agli aaai cui si 
riferisce e che passi pel punto di loro incontro ; e 
cambiamenti di segno eh' essa può ricevere per la 
diversa posizione con questi. 263-271 

Regola pe* segni , che in conseguenza delle prece- 
denti considerazioni debbono competere alle coordi- 
nate di una linea rappresentante un luogo geometrico- 
algebrico. 272 

Modificazione che prende 1* equazione ad una ret- 
ta » quando non passi pel principio delle ascisse , ed 
equazione di una retta parallela ad un* altra di sito , 
espressa dalla sua equazione. 273 278 

NoU 

Equazione della retta che passa per un dato pun- 
to f o pur per due punti dati. 279-283 

Note corrispondenti, 

Equazione di condizione , perchè tre punti sieno 
in linea retta. 28<^ 

NoU 

Espressione algebrica della distanza di due punti 
dati , e modificazione eh* essa prende in diversi casi, 285-287 

Note corrispondenti. 

Determinazione del punto d' incontro di due rette 
ehe a' intersegano. 288 

Equazione di condizione , perchè tre rette s' in* 
contrino in uno stesso punto. 289 

Nota 

Espressione della tangente dell* angolo che ianno 
tra loro due rette date per le loro equazioni ; ed e- 
quazione a quella che i inclini ad un' altra in un da- 
to angolo , ed ancora se passi per un punto dato. 290-292 

Equazione alla retta perpendicolare ad un'altra , e 
ehe passi per un punto dato ; e coordinate del punto 
in cui r incontra, 293-295 

Nota 

Grandazze della perpendicolare tirata da un punto 
ad una retta. 296,297 

NoU 

Tutte ie precedenti ricerche estese alla retta rife- 
rita ad assi obbliqui • 299-301 

Nota la quale eomprende tutte le formolo di que- 
sto argomento. 
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tfcl/i equazioni c<impìei$t alia retta. 



Importanza e necessità di tale argomento. 
Modo ragionato da eseguire tale costruzione. 
Altra dimostrazione in comproya di questo metodo 
di costruzione. 
Esempio per siffatta costruzione. 

Cap.YII. Del cerchio eomiderato come un luogo 
geometrico , e detta tua combinazione con una retta^ 
o con altro cerchio. 
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309-311 
313 



XLIt 

pag. 
136-Ul 

136 
13M38 

138,13» 
139-141 
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Ua-160 



Maniera facile di esprimerne V equazione partendo 
dalla sola definizione di esso , e salendo da quella 
semplicissima alla generale. 315-319 

Modo da ottenere direttamente 1* equazione ge- 
nerale • 320,321 

Considerazioni su i segni ed i coefficienti de termi- 
ni deli* equazione generale, e modificazioni che que- 
sta riceve per la special posizione degli assi • 322-325 

Dell' intersezione di una retta col cerchio. 326 

Equazione alla tangente del cerchio per un ponto 
dato sia nella circonferenza sia al di fuori ; e lorme 
diverse nelle quali occorre usarla. 327,328 

Costruzioni semplicissime che ne derivano per tal 
tangente ne' due casi suddetti. 329-333 

Equazione alla tangente dedotta dall' equazione 
generale al cerchio • 

Le principali proprietà del cerchio dedotte col me- 
todo algebrico puro. 

Che tutti gli angoli posti in un medesime segmen- 
to di cerchio sono uguali. 

NoU 

Che r angolo al centro è doppio di quello alla cir* 
conferenza , insistendo essi sul medesimo arco. 

Che la somma degli angoli opposti di un quadrila- 
tero iscritto nel cerchio pareggi due retti. 

Che r angolo compreso dalla tangente e dalla se- 
gante tirata dal contatto pareggi 1* angolo posto nella 
porzione alterna del cerchio. 

Che ogni angolo nel semicerchio ò retto. 

Che i rettangoli delle parti di due seganti il cer« 
chio tirategli per uno stesso punto dentro 0. fuori di 
esso sono uguali ; e quello delle parti di una dì esse 
tiratagli da un ponto al di fuori pareggi il quadra- 
to della tangente il cerchio condottagli dallo stesso 
punto. 

NoU 

f he due cerchi non s* intersegane in pi& di due 
punti , né si toccano in più di uiio. 

Condizione necessaria perchè un cerchio rappre- 
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sentato dalla sua equazione generale risulti deter- 
minato nel sito , e nella grandezza. 

Probl. Ritrovare il luogo geomeirieo dd eoiicor- 
so delle tangenti iimie al cerchio per gli estromi 
difualungue eorda che pasei sempre por un pwUo 
dato : D'onde il seguente 

Teor. Il luogo de* punti di eoneoreo détte tangenti 
condotte al cerchio per gli estremi di una corda^ che 
paesi sempre per un punto è una retta dato di sitOn 

Maniera di assegnare tal retta. 

Quando una tal locale cada dentro , e quando fuo- 
ri dei cerchio • 

Teor. converso del precedente , cioè , che : It- 
ràndo da ciascun punto di una linea retta data di si* 
to le due tangenti ad un cerchio ; le rette che passano 
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Denominazioni date reciprocamente alla rettA , 
ed al punto. 

Considerazioni importanti suirequazionè alla polari» 

Diversi importanti teoremi solle polari del cer^ 

cnio facili a dedursi dalle dottrine precedentemente 
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• . 

Gap. Vili. — Saggio di applieaxion» de principi 
di Geometria analitica precedeniemenSe esposti ai al* 
aune ricerche geometriche. 

Ragioni per essersi qui recato un tal saggio • 357 
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grandezza le tre eongiungenti i vertici de suoi angoli 
co punti medj de lati opposti ; e doppia costruzione 1 

di tal problema • 858.359 16S464 
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Altra costruzione semplicisaima del precedente 
problema. 

Nota 

Probl. ii. Costruire il triangolo date le perpendi* . 
colari tirate da* vertici di esso a* lati opposti, 363 

Altre costruzioni di tal problema • 364,365 

Nota 

Tbor. Le tre perpendicolari tirate da* vertici degli 
angoli di un triangolo a lati opposti s* intersegano 
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Nota 
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PBOP.5.|yro(I.-— JDdt unpwnto dato inclinare a dne 
rtite di titù , terminate per un vereo , un* altra retta » 
€h$ Méé Étonehi vena quo* loro termini due parti in 
data ragione. 

SolDzione analitica. 

Analisi geometrica dello stesso problema . 
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ftor.i. proU. — Inelinareda un ettremo del dia- 
metro di un dolo temieerchio una retta, siecAi la 
parte di eeta che rimane inlerpoeta tra la eveonferen- 
xa , ed una normale al diametro sia data. 

Soluzione geometrica. 

Soluzione analitica. 

Che indichino i due valori dell' incognita , r uno 
negativo, T altro positivo . risultanti dall'equazione 
ottenuta nella soluzione precedente. 
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Soluzione Mntetica dello stesso problema. 
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Piop.9, fnU. — Indinan daW angolo di «m» rom^ 
ho WM ritta » iieehè la parte ifiUrpoita tra' lati di «m 
suo angolo eitmor$ rtiulU data. 

Soluzione geomeiriett e sua compoiisioDO com- 
piuta. 

Soluzione analitica • 

Riduzione dell' equazione nel caso del qoadrato • 

OsserYaziooe dell' autore sull* equazione a tal prò- 
blema . 

Cooaiderazlonl dell* editore sufijyrèeedente proble- 
ma , nelle quali Yìeoe compiutamente discussa la 
8ua natura . e sono indicate le di Terse soluzioni alge- 
brìco-g^ofn^riaié;nretoìeirida'>i(l idistiatl ^eomòtii 
moderai^ :'^«iiàlisi'ccfmparat)Sra ili eése • e tégdTa A 
proposito del medesimo recata dal Newton per la 
conveneYole scalta delF incpgnìU iie*pirpbleq[i,i •, 

Nota in cui yengono / ripigliate le coosiderazìoai 

I recedenti , ed ulteriormente ragionalo della natura 
i tal proUeoa. 
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DELLA 



INVENZIONE GEOMETRICA 



LIBRI TRE 



1NTR0»0ZI0NE 

tJ arie Jt inventtire è una delle virtù dianoeti'* 
che , che per le guide didascaliche , e con dice^ 
vole esercitazione nello spirito umano suol produr-* 
sì . La soluzion de^ problemi forma i primi gradi 
di virtù sì chiara ^ e di quella per potersi in que-* 
sta istituire or si ragiona ^ £ perchè in ciascun 
problema si dan sempre tre cose a distinguere prin- 
cipalmente 9 cioè i Dati j ì Quesiti ^ e 1 modo da 
poter dagU uni gli nitri riles^are **^ piacemi di pren-* 
derle pe' tre oggetti de' tre libri di quest' opera ^ 
che imprendo a congegnarvi* 



■kii^Ma*i^ 



* Cioè r AsiUlitl gtomttricu propriameoto detta. 
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' DeW invenzione geomeiriea. 

LIBRO VBIMO 

DE' DATI. 



CAPITOLO I. 



HBFlllUIONI. 



I • Bef.i. Una grandezza continua dicesi Data y 
se potremo esibirla per la sua genesi geometrica , o 
se pur ne sapremo il suo valore. IL primo di que- 
sti due dati può dirsi geometrico , ed aritmetico 
V altro '• 

2. IDati geometrici , come fu rilevato dal saggio Eacli- 
de ' , son di quattro generi , cioè di grandezza^ di ragione^ 
di specie , e di sito : delle quali cose, eccone le distinte de- 
finizioni • 

3. Def.ii. Una grandezza dicesi data y se sapre^ 
mo esibirne una sua uguale"^ • 

4* DEF.iii.Una ragione l'è data , se potremo da-^ 
re due grandezze omogenee y che contengano quel 
rapporto. 

5. Queste due grandezze debbon esser rette^ per una co- 
moda , e general esibizione di tal ragione . E se la ragion 
data sia razionale , ella potrà pel numerico suo esponeste e- 
sibirsi . 



' ì(eì suo libro de' Dati . 

* La prima definizione è reUUioa al dato in generale , e questa ss 
sonda a quello specialmente detto di grandezza. 
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6. D£F. IT. Una figura dicesi data di specie , se 
potrem formarle un' altra simile. 

7 . Def. y. Più cose geometriche ^ han tra loro 
un dato sUoy se siane dato il modo della dì loro eoe-- 

sistenza • 

8. Scoi.. 1. Non può recarsi alcun valore aduna grandez- 
za continua , s' ella non si rapporti ad una certa unità as- 
sunta . Qnest' unità dee avere una determinata , e costan- 
te grandezza.; onde convien rilevarla , e rettificarla per 
certi regoli della Natura. Quali sieno le unità longitudina- 
li adottate dalle nazioni è noto comunemente . Ma ora esse 
convengono in adottare per prototipo di misura lineare la 
diecimilionesima parte del quarto del meridiano terrestre mi- 
surato con la maggior esattezza possibile , che si è detta Jlfe- 
<rD * ; e da questo derivansi poi in couTcneTol modo le unità 
di superficie , e quelle de' solidi • L' unità degli angoli n' è il 
grado . Quella del tempo è il minuto secondo del dì solare 
medio ec. 

9.ScoL. 2. Sebbene il dato geometrico di una grandezza , 
e r aritmetico di essa sieno intimamente tra lor connessi ; pu- 
re il più delle volte è un malagevol problema , o trascenden- 
te il voler dall' uno l' altro rilevare , come vel mostrerò qui 
appresso . 



V Euclide di un* altra definizioQe di questo dato. 
* Boit iik Syfl. met. t. Ut. p. 135 o 557. 
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CAPITOLO 11^ 



de' hati m ghanobxxa. 



PROPOSIZIONE I. 



TBOmSMA* 



it>. Se diesi tU grandetta una linea retta ; ì. Sa* 
rà dato di grandezza quel cerchio , che con tal rag- 
gio si descrive . II. Sarà dato di specie j e di gran- 
dezza qael segmento circolare y che su di essa for- 
misi capiente u& angolo dato. IIL £ sarà benan- 
che ciato di grandezza ogni rettilineo dato di spe- 
cie j die si costituisca sulla retta data. 

DiM. Queste Teritii intendonsi dalla def. 3 , dal pad. 5. 
di Geometria , e dalle prop. 33. EL HI. e 28. EU VI. re- 
«ypetiiYamente . 

PROPOSIZIONE II. 

TBOmfeHA» 

1 1 . Se diansi di grandezza due rette ^ I. Sarà 
data la loro somma , o la loro differenza , se sien 
disuguali. IL Sarà datala media proporzionale , tra 
esse. III. La terza proporzionale in ordine ad una 
di esse> ed alV altra. IV. £ queir altra retta benan- 
che sarà data , che in potenza pareggi la somma y 
o la differenza de* quadrati delle date rette. 
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InoltFey y . Sarà data la ragione ^ che serba datr- 
scuna di tali rette all'altra. Cóme ancfte^ \I.La sua 
duplicata y triplicata , ee. E j VII. La sua suddu- 
plicata 9 suqquadruplicata , su€>ttuplicata ^ ec«. Fi- 
nalmente j YlILSarà dato di specie , e di grandez- 
za il rettangolo ^ che da esse rette si congegni «. 

DiM. Per intender lai cose basta por mente alle riispetlive 
proposizioni Euclidee : cioè alla Z.El.L pel nJ : alle pr.1!i 
ed H. VL pe'^ft. JleJIJ , ed alla4T. /petti. IF. E per 
r intelligenza de'^n. Vie VII conyien sapere Te def. 10 ,.ed. 
11. y. Finalmente V r/i7 risulta eyidente dalle def. 1 e 4. 

12. Scoi. Ninna delFe Teriti esposte in questo teorema è 
susceltibile di conTersiòne. Cioè a dire : Due rette non dovran 
mai riputarsi date dt grandezza" dal sapersene solamente la Io*- 
ro somma , o la loro differenza , o il For rapporto ; né tam- 
poco dall' aTersene il rettangolo di esse , o la media proporr 
zionale tra esse , ec. E converrebbe combmar due di c[ueste 
condizioni per poter quelle relte determinare • Ma poicliè , 
come sarà nel lib. III. dichiarato , i problemi geometrici 
del primo grado riduconsi a ritrovar due rette aventi un 
dato rapporto , e costiùuenii una dMn somma ^ o una data 
differenza ; e quo' del secondo a rinvenir due rette comprenr 
denti un dato rettangolo , ed aventi una data somma , o una 
data differenza , non sarà strano , eh' io qui risoha questi 
due problemi , che a quella famiglia appartengonsi • 

PROPOSIZIONE IIL 

i3. Ritrovar due rette , che abbiano la data ret^ 
ta AB [^g. 1. ] per loro somma , o per loro dif- 
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ferenza , e che la prima stia all' altra nella ragion 
data di m ad ti. 

Risoluzioni ridotte alle due seguenti regole. 

L Air estremo B della data retta AB si tiri comnnqne , 
ed indeiìnitameDte l' inclinata BR , nella quale tolgansi le 
parti BE , ED [/i^. i. n. i.'] respettivamente uguali alle 
date rette m ^n , dipoi si unisca la DÀ ^ e dal punto E le si 
conduca la parallela EC* Avran le due rette BC , CÀ la data 
]B A per somma ; eia prima di esse starà alF akra nella ra- 
gion data dim y n. 

II. Dall' estremo B della data retta AB si tiri con qua- 
lunque inclinazione , ed indefinitamente la BR , nella quale 
tolgasi la BE [ fig. i,n. J2, ] ugnale alla retta m , che sia la 
maggiore tra le due rette ni ; n , e la ED uguale alla n. Indi 
congiungasi la DA, e dal punto E si meni la EC parallela ad 
AD : saran le due rette BG , e GA neUa proposta ragione di 
m , n y ed avian per differenza la BA data . 

Le quali cose son chiare dì per se stesse. 

PROPOSIZIONE IV- 

PROftLEMA. 

i4« Ritrovar dae rette y che sien reciproche a 
due rette date ^ , e che abbiano una data somma y o 
una data differenza. 

Sol* Questi due problemi son due casi delle proposizioni 
28 e 29. EL Vl.y che alcuni geometri sogliono indebitamea" 
te tralasciare ne' corsi elementari. 



' che comprendano un rettangolo dato. 
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Ma eccoDe le risoluzioni de^ doe casi del proposto pro- 
blema ridotte alle due seguenti 

Regole risolutive . 

I. Sia M la media proporzionale tra le rette date . Si for- 
mi un semicerchio, che abbia per semidiametro .la data semi- 
somma, ed in esso conducasi un'ordinata uguale alla retta M. 
Le parti del diametro , che in questo quella ne ascinde , saran 
le rette addimandaie . 

II. Si formi il triangolo rettangolo CAD , che abbia li 
M [ fig. 2. ] per uno de' cateti AD , e per 1' altro AC la 
data semidifferenza . X' ipotenusa accresciuta di cotcsta se^ 
nUdifferenza , e f^uella diminuita di questa saran le rette , che 
si cercano . 

Dalle due figure può intèndersi la recata costruzione , e 
la dimostrazione , che facilmente ne deriva. 

15. Con. Nel caso 1. il problema sarà impossibile, quan- 
do la retta M sia maggiore della data semisomma . Lo che 
deesi aYTcrtire . 

16. ScoL. Ciò basti sulle rette date . E di bene , che or 
Tolgiamo le nostre ricerche su i triangoli dati di grandezza . 
Imperocché la più semplice tra le figure rettilinee è il trian- 
golo ; e ciascuna di quelle in triangoli si risolve colle tra- 
sversali . Né poi di altra figura si è discorso si copiosamente 
in Geometria , e ne' corsi trigonometrici , come del triango- 
lo suol farsi. 

PROPOSIZIONE V, 

TEOEEMA. 

1 7 • Un triangolo rettilinee) sarà dato di specie , 
fi di grandezza , s egli abbia tina di queste condi* 
2Ì0UÌ y cioè : L Se sien dati di grandezza tutti i 
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9uai lati « n. O se dìansi di grandezza due de' suoi 
lati , e r angolo compreso. III. O pur se sien dati 
dì grandezza due angoli , ed untato qualunq^ue • 

Dm. Ciascuna di queste tre condizioni rende determina- 
to il triangolo ^ e ' 1 fa benanche determinabile per gli EU- 
menti piani j cioè per la 8, 4 , 26. El. L Dunqu' ei sarii da- 
to di specie ^ e di grandezza. 

18. Co«. 1 . Un triangolo rettangolo sari dato di specie, e- 
di grandezza sol che vi si diano due lati qualunque ; a un 
solo di questi , ed un angolo acuto. E ciò per la 47. £/. L y 
€ per la 32. 

19. Ce». 2. Se diansi due angoli di un qualunque trian- 
golo , s' intenderà dato il terzo, per la 32. EL L Ed essa 
triangolo sarà dato di sola specie ( 4.. EL VI. ) , onde vi sa.- 
ra data la ragion de' lati . 

PROFOSIZIONE YL 

TEOREMA. 

2o^ Un triangolo sarà dato di specie , e grandez** 
sa , se diasi la sua base , un angolo > e F aja« 

DiM. Cas.I. Sia BC [fig^S^n^J ."] la. data base del triaugo^ 
lo , di cui anche ne sia data 1' aja \ ed in primp luogo sia 
dato r angolo B alla base. Sarà data di posizione la retta BA, 
che \i forma in B un tal angolo colla BC. Ma h anche data, 
di posizione la retta PM {39. EL /.), ove debbon trovarsi \ 
verlici de' triangoli aventi una data aja , e per base la BC . 
Adunque nel punto A , in cui scgansi le due rette BA , PM 
dovrà ritrovarsi il vertice di un tal triangolo , il quale sarà 
pieiìamcute determtnatf^ . Ed ei sarà la figura BAC , eongiun^ 
lavi la CA ^ 
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CA9.2.Che se diasi Y angolo yeriicale BÀC [ fig.S.n^. } ; 
questo àoyA ritroYarsi neU' arco di quel segmeuto circola^ 
re , eh' è capiente di quest' angolo dato , e tien per corda la 
BC data • Dunque nell'incontro di un tal arco , e della retta 
PM dovrà esseme il vertice di siffatto triangolo , il quale rì« 
sttlterà interamente determinato : cioè il triangolo BAC , o 
r altro Ba C sarti la data figura ^ intendendosi unite le BA , 
CA ; o le Ba , Ca. 

PROPOSIZIONE VIL 

TEORBHA. 

a 1 • Se diasi solamente Y angolo verticale À del 
triangolo BAC , sarà data la ragion delFaja dì que« 
sta figura al rettangolo de' lati BA , AG, che com- 
prendono quell'angolo dato% 

BiM. Dal punto C {figA. } si abbassi la CR perpendico* 
lare ad AB ; sarà 1' aja del triangolo BAC uguale al rettaur 
golo di BA, in '/a CR (41. ELI. ). Ma sta questo rettangolo 
al rettangolo de'lati BA,AC come '/a CR ad AC {i.El.FI.}, 
e questa ragione è data per esser dato di specie il triango^ 
lo CAR ( 4. El. VL ) . Bunque sari anche data la ragione 
del triangolo BAC al rettangolo de' Iati BA , AC compren- 
denti r angolo dato A . 

22. Scoi.. Dalla pr. 5. può rilevarsi esser dato un ango* 
lo , se diansi di grandezza i suoi lati , ed insiem la retta , 
che ne congiunga gli estremi ( 4* El. /. ) . E sarà anche da- 
to nn tal angolo, se queste rette diansi di ragione (6.£/.^/). 
Intanto nel seguente teorema gioverà esibire i più pcoprj 
determinanti di un angolo dato ; e la di lui misura. 
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PROPOSIZIONE Vili. 



TEOREMA . 



33 .Se tra' lati del dato angolo acuto BAG [f.^.H 
frappongasi ovunque la retta RC perpendicolare ad 
un di que' lati , il rapporto di due lati dell' emer^ 
gente triangolo ARO rettangolo in R sarà il costitu* 
tivo geometrico di quel dato. 

E T aritmetico consisterà nell' assegnazion de' 
gradi di un tal angolo j cioè nelF esibirne quan* 
te parti novantesime del retto ei contenga , o pur 
quanti gradi lineari nella sua misura si ravvisino . 

DiH. Il triangolo rettangolo ARC è dato di specie : duo- 
qoe tL è dato il rapporto de' suoi lati CA , AR , RC . Ma se 
diaiui di ragione due di questi tre lati del triangolo ARC , 
esso aarìi dato di specie ( &. , e 7. EL f7. ) , e si potrà e- 
sibìre 1' angolo A • Che perciò sarà dato • 

L' unità degli angoli è la parte novantesima di un retto ; 
dnnqne il valore di un angolo sarà espresso in gradi angolari , 
e minuti ; e si misurerà pe' gradi, e minuti lineari, o cirGola-» 
ri , che si contengono nel suo arco misuratore (tdi. EL FL) 

24. CoA. Un angolo non si valuta dalla grandezxa deir ar- 
co misuratore , ma sì bene dal numero de' gradi , e minuti, 
eh'ei contiene. Lo che non solo vuol rilevarsi dalle preceden- 
ti cose ; ma benanche da questa verità geometrica , che : Un 
angolo fatto al centro di vn qualunque cerchio sia direttamente 
€cm€ t arco , che il sottende , ed inversamente come U raggio 
di tal figura { Trigon. tib. I. pr. J2. ) . 

25. Scoi. Ogni figura rettilinea , che sia data di specie , 
e di grandezxa , può convertirsi in un quadrato per gli Ele- 
menti piani ( 45» EL L ^ e 44 * //.).£ pur da questo non 
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|>otrìi TicendeTolmeate litrarsene la specie di quella , ma 
r aja solamente • Dunijne quando $ia data una figura di mg-' 
la grandezza , i intenderà dato un quadralo ^ che la pareg- 
gi. Intanto la riduzione di una figura in un quadrato, lo che 
suol dirsi di lei quadratura , e con greca voce teiragonismo , 
non è men lodevole, che vantaggiosa. Poiché il quadrato ha 
questo pregio sulle altre figure ^, che facilmente si valuta ; 
bastandone moltiplicare un lato in se stessa , e con pari Ci- 
cilia può geometricamente esibirsi. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOaBHiL* 

n6. Sebbene i tre Iati , i tre angoli , e V aja di un 
triangolo sien sette grandezze di diversa natara , 
cioè lineari le tre prime ^ angolari le tre altre , e 
di due dimensioni V aja di tal figura ^ par son esse 
sì strettamente tra se legate ^ che dandosi tre qua- 
lunque di loro ne son sempre determinabili le al- 
tre quattro , tranne quel solo caso , che vi si dia- 
no gli angoli solamente ^ . , 

DiM. La verità di questo teorema rìlcTasi dalle cose spar- 
se qui sopra , e specialmente dalla prop. 5. VI. 

n'j. Bef. vi. I valori aritmetici de* tre lati ^ e 
de' tre angoli di un triangolo furon detti dagli an- 
tichi geometri parti di esso • E risohere un trian^ 



^ E sul triangolo equilatero ancora , eh' è la più semplice di ette » a 
regolare • 

' Dati due angoli di un triangolo si dà pure il terzo : dunque quando 
diansi tre angoli di un triangolo è come sen desser due. 
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golo è il determinarne da tre parti djate di esso W 

altre rimanenti • 

28. ScoL. Fu delio Degli ElemeDti piani, che al ma^or 
lato di un triangolo oppongasi il maggior angolo, al minore il 
minore: che lati ugnali sottendano angoli uguali; e Yiceversa. 
Pure non sono i lati di tal figura nella ragion degli angoli , 
eh' essi sottendono. Che anzi a' è- trascendente il rapporto di 
qneste grandezze angolari a quelle lineari : doè a dire egl i 
è tale 9 che per ninna delle algebriche , o aritmetiche o- 
perazioni può mai ritrarsi . E come dunque , voi mi direte ^ 
potrà risolversi un tfiangolo , ove di un tal rapporto eonviea 
lar uso 7 Per mezze delle funzioni degli angoli, io vi rispon- 
do , epe' seguenti artifizj ottienst cotesta risoluzione , eh' fe^ 
ben diversa , come il vedrete , da quella, geometrica deter- 
minazione recatavi qui sopra,e che potrà servire ad illustrar- 
pe la diversità de'dati geometrici , ed aritmetici ( def. i* ) • 

29.DteF.Yi1.Da un estremo A [^g".6.] dell' arco 
circolare AB cooducansi queste due rette j cioè la 
prima AR perpendicolare al raggio GB , che passa 
per l'altro estremo B ^ e la seconda AD tangente di 
uo tal arco in A , la qual ne incontri in D^ il detto 
raggio GB prolungato . I valori numerici , che ne 
avranno la perpendicolare AR j la tangente AD y 
e la secante GD rispetto al raggio GB , che prende- 
si per loro unità longitudinale ( 8 ) , si diranua ri- 
spettivamente seno y tangentu , e seccmte dell' arco 
AB , o dell' angolo AGB ^ eh' ei ne misura. 

3o«D£F. Yiii. Il seno j la tangente ^ e la secan- 
te del complemento dell' arco AB diconsi respetti*^ 
\amente coseno , cotangente^ e cosecante del detto 
arco AB > o dell' angolo AGB misurato da AB. 



I 

l 
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3i. Def. IX. Le rette qui sopra definite si ài-- 

con linee trigonometriche , che furon generalmerk'*- 

te òelte Jiiniioni degli àngoli % 

32. SeoL. U raggio trigonometrico suol designami gene- 
ralmente colla lettera R . Ne^ calcoli dell' Analisi sublime si 
suol porre uguale ad 1 : i& per gli usi trigonometrici suppo- 
nesi uguale a 100000.00 , affin di editare i fratti nella yaln- 
fazione delle linee trigonometriche . E poiché il quadrante 
contiene 90. gradi , cioè 5400 minuti ; altrettanti archi tì 
si potran concepire ^ chiB Tadan tacoessiramente crescendo 
di minuto in minuto • Di questi archi sogliono i geometri 
prender le linee trigonometriche in numeri espresse ; gui- 
dandone cotesti calcoli con geometriche teorìe , o pur traen- 
doli y come i moderni usan fare , da serie conTei^enti, eh' e- 
sprimono i seni ^ è coseni degli archi . L' indagine di que« 
ste linee trigonometriche si dice volgarmente canone trigono- 
metrico : e si appellan tavole àé seni il registro di qne'5400 
archi crescenti di un minuto , accanto à' quali sien poste le 
linee trigonometriche loro corrispondenti . 

PROPOSIZIONE X. 

TBORBIIA. 

33. 1 Iati del triangolo ARP ifig*']* ] > qaalun^ 
que ei sia , son proporzionali a'seni degli angoli lo« 
ro opposti • 

DiH. Intendasi circoscritto il c^chio ARQP al detto tri^ 
angolo : e dal suo centro C si abbassino le CF , GG rispetf 
tivameate perpendicolari tH late AP , ÀR di esso triangolo • 
SaA il lato AP di tal figura al diametro AQ del cerchio 
ARQP> come AF ad AC (essendo queste rette metà di quelle) 



H 
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( S.EìJIL ), cioè come il seno dell'angolo ACB, o del suo 
uguale ÀRP al raggio trigonometrico R. Ed essendo in aimil 
modo AQ : ÀR :: R : sen.APR j sara ^^ ex aeijuo ^ ÀP : AR 
:: seo. ÀRP : sen. ÀPR. 

34. CoR.Ma nel triangolo CRA rettangolo in R [ flg. 6. ] 
sta il cateto CR aW altro RA , come il raggio trigonometrico 
alla tangente deW angolo RCA opposto al secondo di que due 
lati • E lo stesso cateto CR sta alt ipotenusa AC j come U 
raggio trigonometrico alla secante del detto angolo RCA . 
Imperocché pe' trìangcii simili CRA , CAD dee essere CR 
: RA :: CA : AD :: R : tang. RCA . E cosi pure CR : CA 
:: CA : CD :; R : sec. RCA . 

PROPOSIZIONE XL 

TEOREMA. 

35.Dati i valori de tre lati AB, BC, CA [/g.8.] 
del triangolo ABC qualunque , son anche dati i va- 
lori de segménti AD ,* DC della base • 

Dm. Per la 47. EL I. è AB' = AD" + DB' , ed è anche 
BC = DC- +DB\ Dunque sarà AB' — BC = AD'— DC*. 



7 Se i lati di un qoalanque irìangolosi esprimano per le grandexza 
analitiche atfrf<';eperA»BpC8i dinotino i seni de^i angoli op- 
posti ad essi lati a » fr » e rispettivamente ; sarà per questo teorema 
a : b :: A : B , doò a.B = A.ò . Ed essendo similmente a : e :: A : G • 
ayrassi a.G = A.c • Finalmente per esserne b : e :: B : C avremo 
b.G = B.C . Gioò le tre equazioni lineari , che converrebbe maneggia- 
re » per risolvere un triangolo » saran le tre seguenti • 

a.B— A.b = o , a.G — A.c =3 o , b.G — B.c =3 o. 

Ma i trigonometri colla sola regola aurea dipendente dal presente ieo^ 
rema, e da qualche altro affine pervengono ad un tale intento. 
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dò postò si distenda CB in F ^ Anche BF pareggi BA ; si 
prenda BG ugnale a BC, e si bisechi in E la base AC . SaA 
AB* — BG% cioè BF' — BG* ugnale al retUngolo CFG.Ed 
i pure ' AD'— DC-= (AD + DC) (AD — DC)= AC x2ED 
(165. ). Dunque sarà il rettangolo CFG uguale all'altro di AG 
in 2ED ; e quindi AG : CF :: FG : 2£D , delle quali gran- 
dezze essendo date le prime tre numericamente , sarà pur 
dato il Yalore della quarta 2ED . Cioè la differeuM de' seg* 
menti AD^ DC ; ed essendone anche data la somma AC , si 
farà noto ciascun di essi • 

36. ScoL. 1. Colla luce della proposizione 10 , che prenn 
diamo in prestanza dalla Trigonometria , e coli' ajuto delle 
tavole de' seni si può risolvere ogni triangolo, siasi egli ret« 
tangolo , o obbliquangolo. Su di che eccone alcuni esempi. 

37. Dati i due lati JB j BC l flg. 9.] ^ e T angolo C » 
vuol ritrovarsi t altro A alla base. 

Facciasi AB a CB ,.come sen.C.ad mijquarto, che sarà il 
seno di A • £ nelle tavole avrassi A. 

38. Dati i due angoli A ^ C , eH lato AB cercan t altro 
iato CB. 

Facciasi sen.C : sen.A , come AB ad un quarto , che sa- 
rà il lato CB ( 33 ). 

39. Dati i due lati AB y AC coW angolo compreso A , si 
dimanda V angolo C. 

Facciasi il raggio R a cos. A * , così AB ad un quarto , 
die sarà AD ( 34 ) . E questo tolto dal lato AC ne farà 
nota la DC • In oltre sarà nota BD fiicendo R : sen. A ^ 
come AB ad un quarto , che sarà BD • Di poi conosciuti i 
cateti DC, DB del triangolo rettangolo BDC , si saprii \ an- 
golo C ( 34 ). 



7 Prop. 5. 6. JSZ. //« 

* A rigore dovrebbesi dire ten.ÀDB : sen.DBA :: AB : AD. Ma tiA^ 
to è dire sen. ADB che R ; ed è poi sen.DBA = co».A. 
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40. E 86 dialisi Intt' i lati del trìaagolo ABC , si saprà»* 
pò i segmenti AD , DC della sua base pel teorema preceden* 
te. E quindi pel $. 37 si sapranno gli angoli A, C. 

41 «Scoi:..2. Quando tre parti di un triangolo sien date geo- 
metricamente, la sua risoluzione sarà geometrica, ed elemen- 
tare . Ma questa sarà trascendente , e per approssimaiione , 
quando diansi i yalorì di quelle tre parli, o quando que* da- 
ti sieno numerici . E ciò potrà esser di rischiaramento al J.Qi. 



4 
I 

!• 



Deir invenzione geometrica. 17 

CAPITOLO 111* 



pe' dati di ragione . 



42. II maneggio delle geometriche ragioni , per me22o 
delle quali debbonsi ordire le dimostrazioni sintetiche , e 
le analisi geometriche de' problemi , si riduce principal- 
mente a queste tre cose , cioè : 

I. Alla trasformazione di due ragioni uguali , qual fu e* 
sposta nel V. EL 

II. Alla composizione di due , o più ragioni , comunque 
ne sieno. 

III. Ed a certe nuove , ed utili evoluzioni di più analo* 
gie : ove saranno indichiti certi sofismi . 

PROPOSIZIONE XIL 

TEOREMA» 

43. Se una ragion data si componga, si divida , 
s^ in verta, o si converta ^ sarà benanche data quel** 
la , che in ciascuno di questi modi emerge • 

E sarà eziandio data la duplicata , la triplicata , 
la quadruplicata , ec. della ragion data : ed anche 
la di lei sudduplicata , suqquadruplicata , ec. 

Diii.Part. I* Questa dimostrazione rilevasi immantinente 
dalla definizione 3. , e dal V. El. 

Part.ii. La ragion data esprìmasi per quella della retta a 
air altra i ( 5 ) : e poi si ritrovi terza proporzionale dopo 
le rette date a, 6. Sarìi la ragione di a : e duplicata della da-' 
ta di a : 6 ( def. 10. El. TJ. E così pure ritrovaudo d ter- 

2 



i^ 
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za proporzionale dopo le dae b ^c, sarebbe la ragione dì a: il 
triplicata della medesima ragione di o : & , ec. E per la sud- 
duplicata , suqquadruplicata , ec. Ved. prop. i. 

PROPOSIZIONE Xlll. 

TBORSIIA. 

44^Se diensi le ragioni di A:B , di C:D di E:F ; 
sarà anche data qaeir altra, che componesi da esse. 

DiM^a ragione di À : B esprimasi per quella della retta a 
«ir altra h ; e poi si faccia ine, come C a D ; e e a J, come 
E ad F. Sarà la ragione dì a'id composta da quelle di a : ^ 
di & : e , di e : ^( def.A. K ) ; e quindi benanche dalle lo- 
ro uguali diA:B,diC:B,ediE:F. E nello stesso 
modo si conchiuderebbe un tale assunto ^ quando le date ra- 
gioni sien più di tre • 

45. €oa. I . Se le grandezze A , B ^ C , D , E ^ F sien li- 
nee rette , la ragione , che sì compone dalle due di A : B, e 
di C : B potrà esibirsi per quella del rettangolo di A in C 
all' altro di B in D ( 23.El.VL ). E la composto dalle tre di 
A : B| di G : D, edi E : F, potrà eziandio dinotarsi per la 
ragione del parallelepipedo rettongolo fiitto dalati A,C,Ey al* 
Taltro^che terrebbe per lati le rette B^B^F (cor.pr.33. XI.), 

U6. Con. 2% Bate le ragioni, che le grandezze A , B ser- 
bino alla terza C ; sarà benanche data la ragione di A : B . 
Imperocché la ragione di A:B è composto dalle due di A:C, 
e di C : B ( def. A. F- ) . Ma queste si suppongon date ; 
dunque sarà dato la ragione di A : B ( M ) . 

4T. Cor. 3. E dal cor. 1. rileveremo , che tant' è com- 
porre le due ragioni di A : B, e di C : D, quanto queste al- 
tre di A : B , e di C : B , iscambiandone i conseguenti * . 

* Kf9^. \afrof, 5. $up, i. Ub. K. del nostro Euclide. 
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PROPOSIZIONE XIV. 

I 

TEOBEMA. 

48. Se la ragion data di Z : X sia composta dalie 
due di À : B , di G : B 9 di cai sia data quella di 
A : B ; sarà anche data V altra ragione di G : D • 

Dm. La ragion data di À : B esprimasi pei* quella della 
retta a all' altra & ^ e la ragione di Z i X , che anche sup 
ponesi data , si disegni per la ragione della retta a ad un'al- 
tra e» Sarà , per la defkJ.EL V ^ a :c::(a:i)(i : c)*^ 
Ma è poi dall' ipotesi Z : X :i ( A : 6 ) ( G : D ) , e si 
son fatte le ragioni di A : B ^ e di Z : X respettiyamente u-> 
guati a quelle di a : & ^ e di a : e. Dunque sarà la ragione di 
G : D uguale a quella dìb ic , Onde siccome è assegnabile 
la ragione iìh t e ^ cosi il sarà pure l' altra di C : D ** * 

49. Sgol* Può &cilmente dedursi da questo teorema ^ 

che : Data la ragione di un tutto M a ciascuna dette parli 
A 9 B 9 C , 6C. ih cui esso è diviso ; sieno ancor date Quelle 
che esse parti serinnsi tra toro , o di più di esse ad altre . 

Imperocché essendo M:B::(M:A)(A:B), sarà ^ 
pel teor. dim. , data la ragione di A , B • E similmente per 
le ragioni di due parti qualunque ; dalle quali poi , per mei- 
fto del componendo ^ si otterranno quelle di pili parti a piU 
altre . 



"% 



* Jlfaniem ia Hot adottata , per inUcam ta ragicm óompoitaé Veggé 
V awert. al soppl* i. Et* Ve 

** Una tal fo^ritàjtub dedursi aneoita daUd ptops 6* supé i* lib, F^ | 
dalla frecedente fropoiisioni itJ« 
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PROPOSIZIONE XV. 



TBORBHA. 



5o. Se sien date le due ragioni di AB ad ab 
]Jìg* 10."] , e di BG s. bc j doo sarà datala ragione 
della somma di cotesti antecedenti alla sonwia de^ 
loro conseguenti , cioè di AG ad ac , se quelle ra- 
gioni non sieno tra se uguali , o non abbiano un co* 
mime conseguente % 

DiM. S' è possibile sia data la ragione di AC : oc . Delle 
grandezze AB -, ab prendansi i due qualunque equimnUiplici 
NB , ni . SarìiNB Itti :: AB : oft ( io. SI V.) ; e poteo- 
dosi la prima di queste due ragioni sostituir per \ altra , e 
eombinarla colla data ragione di BC : £c , sarà anche data, 
in virtti di tal supposto, la ragione di NC inc'^e quindi a- 
guale a quella di AC : oc. Onde , per la 49. EL V , avnssi 
AC : ac :: AN : an :: h&\ ah\ e per la medenma 19 sarà 
finalmente AB : ai :: BC : ic • Lo che ripugna all' ipote- 
si . Dunque date le ragioni di AB : ai , e di BC : hcy sarà 
data quella di AC : oc, quando sieno uguali le anzidette ra- 
gioni , o quando sieno ugnali i loro cons^uenti ai , £ e ; lo 
che dimostro nel sdente modo • 

Pel cor. 2. prop. 13 , essendo date le ragioni di AB : ah^ 
e di BC : ic, o ah^ sarè data la ragione di AB : BC, e com- 
ponendo sarà anche data la ragione di AC : BC . Ma è data la 
ragione di BC : ic ^ o ah. Dunque (44) sarà data la ragione 
di AC \ah ^^ con ciò anche quella di AC : 2 ai , o sia ac. 

51. Con. Di qui si posson trarre più conseguenze , alcu- 
ne delle quali io qui distendo. 

I • & a' termini di una ragion data aggtungansi grandez- 
ze date , die non sien proporzionali a que termini , non 5' in- 
tendem dola la ragione di ioli somme. 
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li. Se diensi due ragioni ineguali y non è data tà ragiona 
deila- differenza degli antecedenti a qtiella de conseguenti . 

III. E : Se da^ termini di una data ragione tolgansi respet- 
tivamente due grandezze date , nemmen sarà data la ragione 
di taU differenze. 

IV . E qjaiodi : Data tà ragione di due tutti , e quella di 
due parti loro , non dovrà aversi per data la ragione delle 
parti rimanenti , tranne il solo caio j che quelle date ragioni 
Steno fra loro uguali . 

PROPOSIZIONE XVt. 

5l2^ Se diensi due 9.0 più analogie, ove gG an- 
tecedentì delle prime ragioni sieno. ooK^enei tra 
lora , e tali sìen pure quelli delle seconde ^ sarà la 
somma d^li antecedenti delle prime ragioni alla 
somma de' loro conseguenti , come la somma de- 
gli antecedenti delle seconde ragioni a q^uella de" 
conseguenti loro , se pur abbia luogo una delle se- 
guenti condizioni ^ cioè : se gli antecedenti delle 
prime ragioni y o delle seconde sien proporzionali^ 
a' conseguenti loro ^ o se i primi antecedenti fosser 
proporzionali a' secondi y supponendoli ancor omo** 
geneir, o i primi cons^uenti a' secondi^ 

Diih RitroTandosL una di questo quattro condizioni nelle 
seguenti analogie A : a : : P : p 

B : 6 : : Q : 5^ 
C : e : : R : r 



ce. 
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lui potrà coDchiadere , che sia 

La dimoslraziow potrà vedersi in fine del Ub^ V* d^l wh 
Siro Euclide. 

53. ScoL, Molte yerita concerneiiti la Geometria de' cnr« 
TÌlÌQei^e la scienza della Natura con questo apparato di geo- 
inetriche ragioni si soglion consegoire , e dimostr^ffe ; oad' e- 
ra conTeniente qnì indicarsi come sottil sofismii in discajH* 
lo del vero spesso vi s' intrude ^ ed in che modo gF ing^ni 
inen cauti c)ie acuti yì si abbisi di poi a goar^tìre • Infatti 
il sig.de la Hire non ayendo in ciò rayri^t^ le anzidette con- 
dizioni si laaciò <illucinare in upa ricerca sulla Meccanica y 
e ne fu ripreso d' errore dall' ^cutissÌQio Già. B^moulU *, il 
quale non gli soggiunse, come il si dovea, le giuste ^ e sicure 
TÌe di r^onarsi • Anch' io un aimil sofifina ipiputai ad un 
gran geo^ie^ra de' noi^tri ; ed in tal rincontro mi riuscì nlen^ 
re le copdizioni , che debbono severe 1^ det^ anijogie per 
8^ poter conchiudere proporzionali le somme di que' termioi 
linaloghi di es^e . Or q^ues^e cose , eh' io feci in pib coi^i 
didascalici s^stemare^faron graziosamente accolte da qualche 

geometra straniero ^ che s^R ^^Ifi? di gu^da d^ noQ errane ÌR 
$i«iil rwcQntco ^ 



^ Dfm9nilr(Ui^ iiwhnmimi ikH^nsuum in eydoidc » te. -«« Oper^ 
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PBOPOSIZIONE XVH. 



TBdAEMA. 



54* Se diasi la grandezza 6 ^ qualunque ella ne 
sia ; e diasi beDaDche la ragione y eh' essa serbi ad 
un altra X ^ questa grandezza nou pud y cbe rare* 
volte j esibirsi geometricamente. 

BiMXa ragion data esprimasi per quella della retta m alVaì- 
Ira n , ed in primo luege la data G sia una linea retta . In 
tal caso la X sarà una quarta proporzionale in ordine alle tre 
vette date in , n , G • Ond' ella si potrà ageYohnente deler- 
Binare , ed esibire ( 4i. Et. VI. ) ^ 

II. La grandezza G sia una linea curva non rettifi^eabite y 
per esempio un qualche arco circolare ; la grandezza X in que- 
st' altro caso sarà pure una quarta proporzionale dopo le tro 
linee m , n , G. Ma come , si potrà geometricamenlo esibire^ 
cotesta X , non potendosi ass^are^ come si dovrebbe , una 
retta, che la G pareggi ? Ed ancorché la data ragione di m : n 
sia razionale ^ si saprii il valore della X in questo caso^ ch'è^ 

per appunto — G , ma senza poterl<^ geometricamente esibì* 

m 

re in generate . Imperocché per alcuni vdori del fratto — 

tn 

un tal problema è piano ^ per alcuni altri egli è solido , e per 
altri ipersolido ' . E se sia irrazionale quel rapporto di m ad 
n , questo problema sarà trascendente . E ciò si dica anche 
nel COM , che la G disegni un angolo . 

IIL La G dinoti una superficie quadrabile ^ cioè uguale 



' Cioè quando vogliasi prendere una parte ^ di Hto arco , e4 
in alcuni altri cui » che indicherò altiore • 
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« //'.In tal caso ritrovisi la retta r media proporzionale tra 
t» ed n ^ e r altra f quarta proporzionale dopo le tre m, r, g 
sarà f*:^\. Imperocché easeodo mi ri: g :fy sarè m* : r*:: 
g* i r i e ponendo per la ragione di m* : r^ la sua uguale di 
%n i n , sarà ut : n :: {;' : f :: G : X. Ed essendo jf* ss G , 
sarà pnre f ::; X . Ma se la G non sia qnadrahile > non ha 
Inogo un tale artifizio • 

IV. Maggiori nodi incontreremo se G dinoti un solido , 
o che sia suscettibile di cubatura , o noi sia • Infetti sia G 
uguale al cnbo della data retta g ; e sieno r , e < due medie 
proporzionali tra le due date m > n . Si ritrovi la f quarta 
proporzionale dopo le tre rette m , r^g . Sarà f s: X. Im- 
perocché dair ipotesi è G : X :: m : n :: m^ : t**:: g^ : f 
( def.H.El. F.) . Ed è poi Gn^g^^ dunque sarà X = f ' • 
E non ammettendo cubatura la grandezza G , questo proble- 
ma sarà il più delle volte trascendente • £ cosi ec. 

55. Cor. 1.. L'esibire geometricamente una grandezza la 
quale serbi un rapporto dato ad una grandezza data y il {hu 
delle volte è problema solido , ipersolido , o trascendente . 

56* CoB.2. £ di tal natura suol esser sovente il problema 
inverso '^, cioè : Baie due grandezze geomeiricamenie esibiU 
rilevaìme il rapporto loro , 

57. ScOL. La divisione di una sfera in una data ragione i 
un problema solido , ove domandasi quell' artifizio geometri- 
co , con cui riesca troncarne da una data sfera un segmento 
di una solidità data • E '1 problema della mohisezione ango* 
lare , che può essere anche trascendente , ad altro non si 
riduce , che a togliere da un angolo dato una data parte . A 
simili geometriche esibizioni tsmti altri proposti da* matema- 
tici moderni si riducono, come son questi : Dividere un arco 



*^ U inversioo (M un problema coQsiste nel cambiargli alcuni ila* 
t! in qucsid » e questi in quelli ; e quel problema si dirà diretto, e Y al* 
tre » eh' emerge per Y anzidetta inversione » si chiamerà inversa • 
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^araldico in una ragion data*. Segare un senìicerchio in una 
data ragione per una retta^ che passi per un dato punto del 
diametro **• Dividere un dato segmento parabolico in una ra* 
gion data, per una retta , che passi per un punto dato ". Ma 
il problema della rettiGcazione di una carra per tacerTÌ di 
tanti altri proposti nel calcolo int^ale , può dirsi inTcrso 
de' precedenti : poiché y data la genesi di tal curva j e di cer^ 
te rette j che le appartengono ,. si domanda il rapporto di quet" 
la linea ad una di queste • 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

58. Se due grandezze sieno proporzionali a due 
altrei nel caso che queste sieno commensurabili tra 
loro ^ il dovranno ancor essere quando queste non 
sieno commensurabili • 

Imperocché se essendo AB : BC :: DE : EF [ /?9.11.]> 
nel caso che le DE, EF sieno commensurabili, non abbia poi 
luogo tal proporzione se le DE, EF sieno incoomiensurabili : 
doTrìi in questo caso esser AB : BG : : DE : EG maggiore, o 
minore di EF . Sia maggiore per FG. Prendasi di DE un a* 
liquota M minore di FG , e suppongasi tolta quante Tolte si 
può dalla EG ; dovrà in fin pervenirsi alla Ef maggiore di 

* Qussto prMewui trasetwdents fu riseMo da Già, BsmouUi , e dal 
de r Hopital ; ma un' elegantissima soluzion» di esso ridotto in forma 
algebrica , può vedsrsen» nelle Sezioni Coniche aoaliUche del Pergola 
prop. 87. 

** Di questo prcèlema , eV è la riduzione geometrica deU altro (utro^ 
nomico sulle anomalie de* pianeti , se ne riscontri la soluzione negli O- 
puscoli matematici della scuola di Pergola pubblicali nel Ì8i0 , p.171. 
' ' Quest altro problema sarà risoluto nelle presenti istituzioni. 
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£F , e commensiirabile alla DE ; che però per V ipotesi del 
temreBQa doTra essere AB : BC ;: ED : Ef . Ma per la sup- 
posixioae poc' anzi fatta staTa AB : BC :: DE : EG • Adan- 
q«e sarà DE : Ef :: DE ; EG , ed £f uguale ad EG , meo- 
tre d' era minore. 

Ed una simile conseguenza erronea rilevandosi nel caso y 
die si fosse supposto AB ; BC :: DE : EH minora di EF , 
m segue la verità dell' enunciato teorema. 
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CAPITOLO IT« 

ps'hati n «vbgik* 



59. Poche cose Bii son proposto dire ia qoest' «igoOMH^, 
cioè de' iriangoU dati di specie^ e de* s^gmenii di cerchio «mi* 
a fra hrp fitreoi poroln breyemeDtet 

PROPOSIZIONE XIX, 

Co. Un triaDgolo sarà dato di specie , h Se sten 
dati di grandezza i suoi angoli. IL O pur se diasi 
uno de* suoi angoli , e la ragion di due lati di esso. 
III« Finalmrate se dieosi le ragioni de* lati di tal 
£gura« 



DxM« Niuoa cosik è si facile , quanto V esibire db triango- 
lo equiangolo ad un dato , o che abbia angoli dati , E , se 
i lati di un triangolo sien proporzionali alle tre rette date m^ 
n f r ^ basterà formare un triaogolo da coleste tre rette per 
la 22.111 J. ^ da tre altre loro proporzionali ^ perchè si ot« 
tenga questo simile a quello • 

Che se diasi un solo angolo di un triangolo , e la ragione 
de* lati , che il contengono, sarà ageTol cosa esibirne un al- 
tro y che gli sia simile . Imperocché formando 1' angolo PcQ 
[/I9.42.] uguale al dato , e troncandoci ne' suoi lati le parti 
ca y cb in quella ragion data , congiunta la ab si formerà il 
triangolo a£c di quella data specie. 

Finalmente se diasi la ragion di due lati di un triangolo y 

(la qual si dinoti per quella della retta m all'altra n)^ e diasi 



38 Deff invenzione geometricm. 

eziandio un angolo non compreso da esai Iati , eeeo come 
può Gostituirglisi un altro simile • » Si formi l'angolo PcQ 
2> [^y.13] uguale al dato, e nel lato Qc sir tronehi ie ugnale 
3i> ad n .Inoltre col centro b intervallo n si descriya il cerehia 
» adj che per la possibilità del problema dovrìi incontrare la 
30 Pc in due punti a ^d . Si congiungan le rette ia i^ bd^t. 
Potrà esser bac ^obdc il triangolo richiesto • Su di che ve- 
dila pr.l.ELVL 

61 .Sgol. Questi sono i principati caratteri raccolti dal VF 
degli Elementi , per poter esplorare se un triangolo sia dato 
di specie solamente. Altri men principali di essi potrebbonsi 
qui recare , se la brevità di <{uest' opera noi vietasse • Infida 
ti un triangolo sarà benanche dato di specie y se diasi ta nh 
gion d^ segmenti delta sua base , eU rapporta di uno di essi 
alla sua altezza. pur , se vi sia data la ragione della bar 
se aW altezza ^eV angolo verticale , ec* Intanto gioverà av- 
vertire in questo soggetto , che se diaosi due di quelle set- 
te grandezze , che discemonsi in ciascun triangolo ( 31 ) ^ 
non sarà data di specie cotesta figura , se quelle non . aien» 
due angoli di essa • Su di che ecQone nel seguente teorema 
«no sviluppo ulteriore ^ 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOaSMA. 

63. Se 1 dae angoli A, B [7%* ^4*] ^'^^ triango- 
lo ABC sien di finita grandezza ^ e perfettamente , 
o prossimamente uguali agli altri due a yb del tri- 
angolo ahc^ queste due figure saranno »mìli ^ pur- 
ché i rimanenti angoli G ^ e sien puranche finiti ^ 
e non mica infinitesimi . 

DiK. Si chiamino p 7 qì seni degli angoli A , R . T«- 
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K saran pore i seni degli angoli a , b prossimamente uguali 
a' primi . Ed oltre à "ciò le due m jn disegnino i seni de' ri- 
manenti angoli C , e • Sarà m: q:z AB : AC (pr.IO) ; e per 
la medesima ragione q: n:: aci ab • Dunque sarà ^ ex-ae- 
qt»y fn: n :: AÌB.oc : àb.kC. Or supponendo esser gli ango- 
li C, e di finita grandezza ^ essi doTran differire fìra loro per 
una grandezza '* infinitesima, ed i loro seni ut, n si dovran 
quasi pareggiare.Dunque sarà pure il rettangolo AB.oc pros- 
simamente uguale air altro ab.hC ; e quindi sarti presse a 
poco AB : ab :: AC : ac ( \6.ELVI. ) • E nello stesso modo 
si dimostra esser prossimamente AB i ab :: BC : bc. 

Ma se supporremo infinitesimi C , e , ed ineguali ; saran 
pure infinitesimi i loro seni m , n , ma non già uguali esat- 
tamente y o per approssimazione . Sicché essendo la ragione 
di f» : n d' ineguaglianza , tale doYià esser la sua uguale 
di AB.HC ad a6.AC • E non potrà poi conchindersi , che sia 
AB : ab :: AC me ^e che tampoco esser debba AB : ab:: 
ÌÌC:bc . 

63. Sgol. Questo teorema ci preserva da cerU sottilissimi 
sofismi , che potarem contrarre nell' istituire le dimostrazio- 
ni geometriche a certe verità di Geometrìa sublime , e della 
scienza della Natura . E potrebbesi leggere la dimostrazione 
della prop.71 .lib J. àe'Prmdpj Matenuuici del gran Newton, 
ove yengon considerati si gli uni y che gli altri de' divisati 
triangoli . 



'> La somma degli angoli A , B dSfiferisce per un infinitesimo dalla 
somma degli altri a,b. Dunque i due angoli G , e saranno tra se ugua- 
li perfettamente , o per approssimazione • 
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PROPOSIZIONE XXI. 

tEOUMA. 

64» Un rettilineo sarà dato di specie ^ se diensi 
di specie que' triangoli ^ ne' quali ei si risolve , con-* 
ducendo le rette da uno de' suoi angoli agli opposti « 

Div. Per intender la TeriUi di questo teorema basterìi 1^^ 
gere la costruzione della iB*ELVL 

PROPOSIZIONE XXIL 

YlEOaSllA. 

65* n segmento circolare fiGAt) [^g.i5«] sarà 
dato di specie , se diasi la ragione della sua base 
BD al raggio BS. 

DiM. Il triangolo isoscele BBS è dato di specie^ per es« 
seme data la ragione della sua base BD a ciascun de'suoi la^ 
ti BS , BS {pr.49. ) . Dunque sarà dato V angolo BSD , a 
quindi la sua metà BAD ( Si.EL HI.) ; e però il detto seg^ 
mento sarti dato di specie « 

PROPOSIZIONE xxin. 

tfiOatMA. 

66«Se i due cerchi ARE, AGD [y%«i6.] si toc-* 
chino al di dentro , o al di fuori y ogni retta AG ^ 
che dal contatto A vi si conduce y dovrà troncarne 
ì segmenti simili ARG , AGB. 

E , se dal medesimo contatto si tirino due qua*" 
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iunqae corde ABC , ADE, le altre corde BD, CE 
degli archi intermedi saran tra loro parallele • 



DiM. PaetM. Dal ponto A coodocasi la retU KAF Un- 
gente oomnne a qne' cerchi • Sarti V angolo KÀC aguale a 
quello, che si contiene nel segmento AKC, o neir altro AGD 
( 32. SI. in. ) . Bunqae questi segmenti saran simili tra 
loro • 

Paet. 2. Ed essendo per la stessa ragione V angolo KAD 
ugnale ad ABD, o ad ACE, saran qaesti angoli ABD , ACE 
tra loro ugnali . E quindi BD parallela a CE ( 27. El L ). 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TBOaSMA. 

67. Se i due cerchi CAE , CBE [^•17.] s'in-^ 
tersechioo ne' punti G ^ E , da' qaali condacansi 
le due corde CA , A£ allo stesso punto A del cer- 
chio esteriore , congiunta la BE nell' interiore , sa- 
rà dato di specie il triangolo ABE * 

Di«. Per esser dato il segmento CAE, sarti dato V angolo 
CAE (pr. y. ) ; ed essendo dato perula stessa ragione V an- 
golo EBC , e quindi il suo conseguente ABE ; sarti datodi 
specie il triangolo AEB. 



32 Deir invenzione geometrica é 

CAPITOLO ¥ 



de' dati bl dITÒ. 



68. La teorica de* sili ^ che della scienza del quanto è 
il più Dobil ramo, ed il più sublime , si è trascurata di col- 
tivare da' geometri s) vetusti , che moderni . Il sommo Eu* 
elide ne produsse il seguente princìpio dimostrativo , di che 
io talora mi valgo , cioè : quando più cose han tra loro tua 
dato sito , ciascuna di esse ha un determinato modo di eoe-- 
Bistenza , cK è anche incomunicabile ad ogni altra cosa , che 
vi si può intender frapposta . Ma intanto io qui so^ungo 
nuovi principi di una tal teorica , che in un nuovo , ed a-* 
gevol modo ora reco . 

69. Àss. 1 » Quando due punti sien dati di si'* 
to y dovrà esser data di grandezza la retta , che li 
congiunge . 

70é Ass. 3. Allorché diansi di sito due linee 
rette in un piano , s' intenderà dato V angolo y che 
comprendono nelF incontrarsi y o la distanza loro, 
se sien parallele • 

71. Ass. 3. Se diesi di posizione un punto , ed 
una retta ^ sarà data di grandezza la distanza di 
quello da questa. 

72.C0R. Se dal punto A dato di posizione colh retta BD 
conducasi Y inclinata AB : la grandezza di questa incidente, 
il suo sito y e t inclinazione colla data BD son tre cose , che 
da una di esse si possono le altre due rinvenire . Imperoc- 
ché y tirata la retta AC perpendicolare a BD , il triangolo 
rettangolo ABC tien sempre queste due cose date y il cateto 
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Ck{ass.1. ) , eV angolo retto ACB [ fig.^/S-}. Dunque, sol 
che diasi una di queste tre grandexze AB , BC , ed ABC si 
potran riuTenire le altre due (18). 

PROPOSIZIONE XXV- % 



TBOaElU* 

73. Se diensì di posizione i tre punti A , B , C ^ 
[Jig* 19* ] che non stìeno per diritto ^ sarà dato di 
specie e di grandezza il triangolo^ che ottieusi con- 
giungendo que' punti con rette. 

Din. Per l' assioma 1 . le tre rette AB, AC, BC son date di 
grandezza . Dunque per la S.EIJ. sarà dato di specie , e di 
grandezza il triangolo ABC. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TBOaBMA* 

74» Se diensi di posizione più punti y che però 
stieno in uno stesso piano ^ e non posti per dritto ^ 
ne men tre di essi ^ sarà dato di specie , e di gran* 
dezza il rettilineo y che ottiensi congiugnendoli. 

La dimostrazione di questo teorema discende immediata* 
mente da quella del precedente* 

PROPOSIZIONE xxvn. 

7 5 . Se diensi di posizione le tre rette AB^ AC , 

a 



I ' 
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BG [^g.io] , che s' incontrino, in uno stesso pia- 
no ^ sarà dato di specie , e di grandezza il triangolo 
A BG j che vi si forma . 

Din. Per V assioma 2. son dati gli angoli A , B , C ; dun* 
que V è dato di specie il triangolo ABC . Ma egli n' è anche 
dato di grandezza , altrimente ogni retta bc parallela a BC 
( e Io stesso dicasi delle altre ) avrebbe la medesima posi« 
zione della BG colle AB , AG . Lo che ripugna* 

PROPOSIZIONE XXVIIL 

TEOBSMA • 

76. E se si desser di posizione più di tre rette , 
giacenti in uno stesso piano j ed inclinate fra loro ^ 
sarà dato di specie , e di grandezza il rettilineo , 
che formasi dal loro incontro. 

La dimostrazione di questo teorema derivasi, come nn co* 
rollario dal precedente. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOaSMA. 

77 «Se diensi di posizione un punto , e due ret- 
te inclinate fra loro , e giacenti con quello in uno 
stesso piano ^ sarà data di posizione la retta y che 
unisce il punto dato colF intersezione delle rette 
date • £ r angolo , che comprendono le rette sarà 
quanto quello , che vi contengono le perpendico- 
lari ahbassate dal punto dato su tali rette. 
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Dm. Paet. S. Questa dimostrasi immediatamente dagli 
ass. 1 , e 2. Infatti sia S il punto dato [ p,g. 2i. n.i. ] ed 
AD , AB le rette date, che seghinsi in A. Sarà data di gran* 
dezza la SA per l' assioma 4 , e la SB per lo 2. Dunque sarà 
dato V angolo SAB ( 18 ) ^ e quindi di posizione la SA . 

Pae. 2. 1 due triangoli SDC , ABC [ flg.2i. n.i. ] , che 
8on rettangoli in D ^ B , hanno ugnali gli angoli SCD , AGBw 
Dunque saran pnre uguali i rimanenti angoli CSD , CAB . 

78. Con. 1 • Di qui può rilevarsi , che importi V esser da- 
ti di posizione più punti , più rette , e quali determinanti di 
questi dati debbano influire nello snodamento di que' proble- 
mi geometrici , ove tali dati sien proposti 

79. Coii.2. Viceversa , un punto sarà dato di sito, se ab- 
bia distanze date da due linee rette date di posizione. Impe- 
rocché , se fosse data la distanza di un punto dalla sola retta 
AB [fig»n.iJ], ei non vi resterebbe determinato, potendo es- 
ser ciascun di quelli ^ che trovansi nella So parallela ad AB, 
e distante per m dalla prima • E proponendosi anche data la 
distanza n di detto punto dall' altra retta AD , ei dovrebbe 
eziandio rinvenirsi nella Sd parallela ad AD , e distante per 
n da essa . Dunque sarà forza , che un tal punto si ritrovi 
neir incontro delle due parallele Sb yS^d alle AB , Ai . E 
per tal ragione ei sarà un solo ^ e pienamente determinato . 

80. Def. X. Le direttrici di più pan ti esìstenti in 
un piano son due rette a squadra , alle quali si rap«» 

porti il sito di ciascun de' detti punti. 

81 . ScoL. La fissazion di due direttrici è cosa necessaria , 
ed anche utile per le presenti ricerche y e per altre affini , 
come sì vedrti qui appresso* 
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PROPOSIZIONE XXX. 



fEOREMAì 



821 . I punti A, Bj Cy ec^ [Jig. 19 . ] avran fra lo** 
ro un dato sito , se diensi le distanze di ciascuno di 
«ssi dalle date direttrici MT , MO. 

DiM. Essendo date per ipotesi le distanze de' ponti A , B 
idalla prima direttrice MT , cioè le perpendicolari ÀR j BT 
calate da que' ponti solla MT ; sarà anche data la loro diffe^ 
renza ÀQ . E così pore si dimostra esser data la BQ diffe> 
renza delle AN , BO , che soo le distanze di detti pouti 
dalla seconda direttrice MO . Donqoe sarà data di grandez- 
za la BA ipotenosa del triangolo rettangolo AQB, di coi si è 
detto esserne dati i cateti • Nello stesso modo poò rileTarsi, 
che sien date di grandezza le altre rette BD , DC , ec. Don- 
<)ae i ponti A , B , C , ce. saran dati di sito fra di loro per 
ayer tra essi on determinato modo di coesistere ( 7 )« , 

PROPOSIZIONE XXXL 

TEOREMA. 

83^ Dato il rapporto delle distanze y che ha cia- 
scun punto della curva GMR [^g.^3.] dalle due 
direttrici AB , AN ; saran dati di sito tutt' i punti 
di tal curva : onde saprassi la di lei ramificazione , 
ed il corso perimetrico • 

DiM.Qoesta verità è come on corollario della precedente ; 
e si è qoi riportata per teorema per la soa eccellenza • 

84.Def.xi. La distanza di ciascun punto M del-- 
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ht ewva GMR dalla direttrice orizzontale AO y cioè 
laMT , o la sua uguale AN , àicesi ascissa , e V al- 
tra distanza MN di esso punto dalF altra direttrice 
AN I si chiama ordinata. ET ascissa colla sua cor* 
rispondente ordinata si chiamano coordinata y cioò 
leAN,NM. 

là ascissa AN , eh' è una grandezza indeterminata , snoie 
indicarsi per la Tarìahile ar , e per la jr tì si esprime la cocr> 
lispendenle ordinata MN . 

PROPOSIZIONE XXXIL 

TseaEii*. 

95 .Se dalla genesi, e da q4ialche proprietà di una 
curva si ritragga ìì rapporto tra le due coordinate Xy 
yy e questo poi riducasi in equazione ; la natura di 
tal curva potrà legrttimamente esprimersi per V an- 
zidetta equanone ^ e dal maneggio di questa le pcos^ 
prietà di quella potran raccorsi . 

Di». La nainrar di nna corra è riposta ner sito* , che 
ban fra loro i ponti del di lei perimetro , cioè nel rapporto 
delle distanze di essi pnnii dalle loro, direttrici ( 83 ) , e fi« 
nalmenie in qodl'eqjaazioneanaliticay in che nn tal rapportoi 
si converte . E sarà chiaro y che dal maneggio di cotesLa e- 
quazione si potran raccorre le affezioni delF anzidetta cnrva. 

86« DEFcXUaUna curva dieesi geometrica j se sia 
algebrica la sua equazione caratteristica • Ed ella 
si direbbe meccanica y o trascendente ^ se l' equa- 
zione tra le sue coordinate involga grandezze y ed 
operazioni trascendentali.. 
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87. Def. xiii.Una curva geometrica dicesi tid 
seconda ordine , se la sua equazione ascenda al se- 
condo grado. £Ua si direbbe del terz* ordirte , se al 
terzo grado ne moDti la sua equazione . E cosi più. 
appresso . 

88, ScoL. La linea di prnn* ordine è la retta , la cui eqiu- 
zioDe è del primo grado . Le linee del seconS ordùu sono 
le curre coniche , cioè il cerchio , la parabola , 1' ^teròole > 
e r ellisse . 

Le curve del terz' ordine /tmmo efooneraie ded Newton , « 
posteriormente dallo SlirlÌ7tg ; e potrà per esse vedersi il Cra- 
mer nell' IntroductìoD a l' analyse dea lignea conrbes algélHi- 
ques cap.9. 

E s B M r I 0. 

99.Rilev<a- ^equazione della curva AMG \f.24.n.i e 2-], 
ove ciascuna ordinata MN sia media proporzionale tra la sua 
ascissa AN ; e la distanza ON del suo estremo N dalla retta 
BD data diposizione ". 

Sol. La data ietta VQ{fig.n.i.'\ incontri sotto del pnoto A 
la linea AN delle ascisse. Si meni pel punto A la retta AD 
parallela ad IVO •■, e ponendo AN=x, NM=^, 8ÌaAB=a^ 
ed AD = /) ; sarà BN = BA — AN = a — x. Ed essoido, 
pe' triangoli simili BAD, BNO, BA : AD :: BN : NO, cioè, 

« : j. :: a — a: ; NO ; saA NO = ( a — x)^ Ma per la 

condiùon della cnrra dee esser NM*= AN.NO. Dunque sark 



" Questa maniera di considerar la geoesì delle curve coniche sei»- 
bra nuove , e può trarsi da certe veritA de' Conici di Apollonio ; come 
tcdeti/ollonet tuÀ. IH, del iwiiro Corso geometrico , prj. Pnnozimi. 
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j,. = (a— a;) ^,cioè,/=|w— .^ . 



Che se la retta ÀN delle aseisse inceatri al di sopra del pun- 
^ to A la data retta BD [ fig.n.S^. J , sarà BN = a+x ; e eolio 

t stesso ragìODaiaenta di qui sopra si traverà , per quest' al- 

tra curva^ la seguente eqoazioaeV :=i j>x 4* ^ — • Sicché se 
I a 

I esprimasi per q il rapporto dì p : a ( te quali rette dinotano 

il parametro , e 1' asse di una qualunque curva conica) , l' e- 
quazione generale per le linee di second' ordine potrà corno* 
damefite , e generalmente dinotarsi per 

y^ = px + qx^ A 

E r equazione A disegnerà una parabohi , se q sìa zero : ed 
ella ne sarà un' iperbole y quand» la q siac positiva . Final- 
mente la detta equazione apparterrà alF eUisse , se siavi ne- 
gativa la f , la quale degenera ia cerchio y se mai si trovi 
esser a =z 1 , cioè p :z:ia ^ 

go. I>£F. XIV. Projezione dì im pootcxsa di un 
piano è l' incontra ^ che fa in questa la perpendi*- 
colare abbassatavi da quel punto • Cotesto punta 
d' incontro suol dirsi , da' geometri descritti^ , pie^ 
de di quella perpendicolare * ^ 

91 .Post. Per fissare il sito di un punto Z [ ftg. BS. J da- 
to nello spazio si potranno prendere ad arbitrio i due piani 
ortogonali DÀB , DAC , per rapportarvelo ; e quindi :. 

92. Ass. Se il punto Z y ch'anello spazio , si projetti su 
i piani DAB , DAC in N ^ P , e questi punti di projeston» 
sien dati di sito rispetto alle direttrici BA , AD , ed alle aU 
tre AC , AD ; quel punto sarà dato di sito . 

93.ScoL. Partendo da questo principio non sarà malage^ 
Tole il risolvere gran parte de' problemi di Geometria deserti^ 



^ TVjS* ^ci Gtovxtiria di SilO' del FlatUi^ 



AO DeW invenzione geometrica^ 

iiva ^ che leggonsi \xx quelle istilnzioni , che non ha guarì si 
soD prodotte dal Monge^ dal Laoroixy e dal nostro Flauti *^- 
Che ^nzi se la cur?a YZ^ eh' è nello spazio , si projetti sa i 
piani dati DÀB , DÀC , dalla natura delle projezioni AN , 
AP si potià intendere il sito , e la natura della curva projet- 
tata YZ • Ma lasciando queste speculazioni di alieno istitu- 
to , piacemi di recar qualch' esempio delle equazioni alle so* 
perficie , deÓTandole co' prìcipj esposti , 

M s B m F M e h 

94. Date le due direttrici AB , AD [flg. 26.] y ed una t^ 
j>erflcie piana j che intersechi nella retta EB il piano di esse 
direttrici ; ritrovar V equa:^ione definitrice del sito di ciascun 
punto H di. d^tta superficie ^ 

Sot.Dal punto M si abbassi la MQ perpendicolare al pia- 
no DÀB delle due direttrici , e la ME perpendicolare alla 
data £B . Si unisca la QE ; si cali QP perpendicolare alla 
BA , e si compia il parallelogrammo QCFE. Finalmente pon- 
gansi AB ?:;; a ^ AP ?;; ^ ^ PQ ;=;/ 9 MQ :;;;: z . YA essendo 
dato r angolo acuto MEQ , eh' esprime l' inclinazione della 
data superficie , e del piano DAB -y sarà data la ragione di 
]^IQ a Q£, che potrai esprimiersi J)er quella di n : m« Dunque 

sark n : m :i MQ(z) : QE, e quindi sarìiQE ?;:: ^ — ^, cioè 

ft 

CF=s m^^^. £ potendoai dinotare la ra^on data di CF a CB 
per queir altra di £ ; m, per esser dato di specie il triangolo 
CFB rettangolo in F , sarà m:t l{QV ( ^\ : CB 9 e con 



*' Si ris^i ciò che si è detto netTIntroduzìone , perF epoca in cwifis 
ial[ autore rifatto , per ( ultima volta , il MS. del presente trattato « 
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ciò CB = — . Ma è poi CF : FB :: QP : PC, essendo simi- 
n 

K i due triangoli QPC , CFB • Dunque sarà 

e quindi PC = ^ ^C ** *~ "*0 

Il perchè essendo la retta AB uguale alle sue parti AP , PC, 

CB , sarìi ne' loro simboli 

cioè, dividendo per — , 

t t tm\ \ / 

o sia z = jp + 9 X + »y 

ponendo ^~;,, — -^ = y,e— ^^^Q — »»'} = 



r. 
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95. Ritrovar V equazione di una superfieie sferica , ove un 
rerchio tnasiimo sia il piano delle due indeterminate x ^y . 

Sol. Da un punto M [ /t^. j27. ] della superficie sferica , 
di cui A sia il centro , si abbassi la perpendicolare MQ sul 
piano del circolo nassimo DÀB , ove fissate le due direttrici 
DA; AB; si cali QP perpendicolare ad AB ; e sieno AP= x^ 
QP =2 j^, MQ = z ; e 1 raggio della sfera uguale ad r • Sa^ 
ik AM' = MQ'+ QA' = MQ* + QP* + PA' , cioè, 

a' = s' +/ +;c*- 
96.E cosi convenevolmente per altre curve potrà proceder- 
si neir indagine dell' equazioni alle loro superficie . Di fatti : 
Il solido FABKF[/f^.;?8.] sia nato dalla rivoluzione della 
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figura CAD intorno al suo asse CA ; e '1 cerchio EGKH ne 
sia la base , oyc prendasi il diametro GH per una direttrice 
de' punti della superficie EABK . Da un punto N di questa 
conducasi NR perpendicolare al detto cerchio , ed unito il 
suo centro C col punto R d' incidenza , per la CR y si meni 
RO perpendicolare a CH. Inoltre si feccia NR =: z, RO =^» 
CO i=i X. Sarà per la natura della curra BAF rapportata al- 
le coordinate NR , ed RC ^ la CR una funzione di RN, cioè 
potrà disegnarsi la CR per Z . Ma è poi CR' =: CO'-^OR*. 
Dunque sarà Z*=x'4-/% l'equazione alla superficie EABKF. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOEEMA. 

97. Se diasi di grandezza Tangolo APB [y^.iQ}, 
ed i lati PA , PB , che il contengono ; saran da- 
ti di sito i tre ponti P , A , Q , cioè il vertice di tal 
angolo , e gli estremi de' di lui lati . 

£ se detto angolo circolarmente si aggiri intor- 
no al suo vertice P , e nel piano delle rette PA y 
PB, finché ciascun de' suoi lati descriva il dato an-- 
golo <f y i loro estremi alla fine di tal movimento 
dovran serbare date posizioni co' punti P, A, B. 

DiH. La dimostrazione della prima parte è chiara per 
le precedenti cose '^ . Ed éccone la dimostrazione della se- 
conda parte • Essendo V angolo APa uguale al dato ^ , ed 
essendo anche dato APB , per ipotesi y sarà data la loro 
somma , cioè V angolo BPa . E quindi saran dati di posi- 
zione i punti B , ed a tra loro , e col vertice P. . 



*^ Per esser dato di specie » e di grandezza il triaogolo APB. 
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98XoA. E se conducansi le rètte pe' punU À > B > a , i ; 
queste saran date di aito y e di grandezza '^. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOREMA. 

99.Se diasi di grande/za F angolo PBA [ /?g.3o.]; 
ed un suo lato PB^ che circolarmente intorno al 
punto P si volga nel piano PBÀ, descrivendovi l'an- 
golo dato 9 , pervenga nel sito P6a : dico esser da- 
ta di posizione la retta ba ^ ed il punto P . 

Dm. È data di grandezza la retta PB , o la sua uguale 
F& , ed è anche dato V angolo BP& uguale al dato ^^ per i- 
' potesi. Dunque saran dati di posizione i punti & , B col cen- 
tro P di rivoluzione ; sarà data di grandezza , e di posizione 
la &B: finalmente la ba^ che & un dato angolo colla &P data 
di sito , e di grandezza , sarà benanche data di posizione • 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOaSVA. 

ìoo. E generalmente : Se le due figure MA^NB^ 
[^§".31.] qualunque esse sieno , abbian tra loro 
un dato sito in un piano , e la NB circolarmente 
aggirisi intorno al dato punto P, rimanendo in det* 
to piano y e descrivendo intorno a P un angolo da- 
to ? i tali figaro alla fine di questo moto avranno 
un dato sito. 

'^ Per la stessa ragione. 
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DiM. Cotesta verità , che per la sua impotUnza doveasi 
proporre in forma di ieerema può intendersi dimostrata dallt 
due ultime proposizioni, ed esserne di esse un corollario. 

101. ScoL. Questi tre teoremi son come priucip) euristi- 
ci per risolvere alcuni problemi di sito . £ poickè i parisnù , 
di che saggiamente valeasi Euclide , seglion destinarsi a tro- 
var certi punti dati di posizione ; sarti bene , eh* io qui da 
ultimo vi proponga il seguente teorema Fermaziano , eh* è il 
porisma 3. di un tal trattato di questo insigne geometra , ed 
altri ne aggiunga , o rilevati dagli antiebi y o da' moderni e- 
scogitati * . 

PROPOSIZIONE XXXVL 

TEOREMA. 

io3.Se dal dato punto À della circonferenza del 
cerchio AGBD [Jig*^2. ] s' inclini una qualunque 
retta AE alla data corda DC , e poi dal punto B< f 
ove quella incontra la circonferenza, si meni V in- 
cidente BF su tal corda, sicché il rettangolo deli' in- 
tera corda JDG , e del segmento medio F£ , stia al 
rettangolo de' segmenti estremi DF , EG nella ra- 
gion data di DG a CL ^ V incidente dovrà converger 
sempre ad un dato punto della circonferenza ^^ « 



* si le^ga $ut propoiUò la prima ddU dissertaziMii preliminari flfU 
Opuscoli matematici , che forman $€guito a* presenti trattati , come f^ 
anmmzieAonel Prospetto ec. 

** Questa Tenta potrebbe enuoeiani più facilmeDte, e poi dimostrar^ 
si nel s^ueote modo : 

Se da dati punti A « ilf delta circonferenza ME A conducami ai 
un terzo punto B te due inclinate AB , MB , che $eghino in E^ E Ui 
data corda DC ; earà il rettangolo delle parti eetreme CE ^ BF a q^" 



I 
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Dm. Si unisca la retta LA • Ed essendo per supposizione* 
BC.FE : DF.EC :: DC : GL :: DC.FE : CL.FE, sarà il reU 
tangoloDF.EC uguale all'altro CL.FE ; ed agginogeQdo> di 
comune il rettangolo FE.EG, si avrà il rettangolo DEC, o il 
suo uguale BEA uguale all' altro FEL. Quindi sarà BE : lE 
:: £L : EA ; e però 1' angolo ELA , eh' è dato , sarà uguale 
ad EBF • Laonde dovendo essere di data grandezza V angolo. 
ABM 9 che ha il vertice nella circonferenza , ed nu suo lata 
BA diretto al dato punto A di essa^anche V altro Iato BAido** 
tra passare per un dato punto della medesima peri&raa. ^ 

PROPOSIZIONE XXXVIL 



A 



^ " XEOaEMA.^ 



ìo3.Se diansi di posizione II cerchio KDF[f.33] 
ed i punti A^B da'quali inflettasi la AEB^e per Tua 
de' punti D ove questa incontra il cerchio si tiri la 
DG parallela atta retta AB tra' punti dati 5 congiun- 
ta la FG dovrà questa passar sempre per una stesso 
punto della AB^ 

I. Dm. V angolo FHB è uguale al suo alterna HGI> , e 
qmndi all' angolo FED , che del pari che quello è compi- 
mento a due retti dell' angolo DGP , net caso che il punto 
G cada al di sotto di F , come nella presente- figura , o pu- 

lo detr iniera BC netta parie media FÉ 8empr& in una data ragione. 

Dal punto A s* inclini sulla DC la AL, sicché l* angolo ALE sia quan- 
lo rangole dato ABM ; storà AE ; £L :: F£ : £B , 1 rettangolo diEP 
io EL sarà uguale a quello di AE in EB , e quindi ali' altro di DE in 
EC : togliendo dunque di comune il rettoogolo di FÉ in EG , rimarrà 
il rettangolo di FÉ In CL uguale a quello di DF in EC . Laonde questi 
due rettangoli serberanno ugual ragione air altro di DC in FÉ ; ed a- 
Tendosi perciò DF.EC : DC.FE :: FE.Ct : DC.FE :: CL : CD , la pri- 
mis di queste ragigni sari dato al- par deU* ultima — • C. B,D. 
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re esiste con esso nel medesimo Burnente , se il punto G ca- 
da al di sopra dì F. Quindi i dae triangoli ABE , HBT cbe 
hanno comune 1' angolo in B, ed agaalì gli angoli AEB,BHF 
saranno BÌmili ; ed aerassi EB : BA :: "BR : BF ; ed il ret- 
tangolo A6H sarà nguale all' altro EBF , eh' è dato per esse* 
re ugnale al quadrato della tangente che dal paolo B tirasi 
al cerchio EDF . Laonde essendo par costantesaente dato Ìl 
rettangolo ABH , ed il suo lato AB, dovri essere ancor da- 
to l'altro BH, e per cons^euia il punto H risnlterà dato di 
posizione nella AB. 

104.Coa. Tirata la DF diasi in essa di posizione il pun- 
to C , che congiunto eoo l' altro H poc anzi determinato , ù 
tiri per D la DI parallela alla HC , ed uniscasi il punto I 
con r altro G . Dovrà ancor questa IG incontrare la HG in 
un ponto L dato di posizione. 

Imperocché essendo, per le parallele HL,BT, uguali a da» 
retti gli angoli HLG , DIG , -e DIG ugnale a DFG, o supple* 
mento di esso, secondo ì due casi conùderalì netta dimostra- 
zione precedente ; risulterà nell' un caso o nell'altro l'ango- 
lo HLG ugnale all' altro HFC. Laonde essendo equiat^oh i 
triangoli HLG, HFC sarà GH :HC :: HL : HF, ed il rettan- 
golo CHIi uguale a GHF, eh' è dato per pareggiare il quadra- 
to della tangente che dal punto dato H tirasi al cerchio DEf. 
Adanque essendo ancor dato il rettangolo LHC , ed il suo 
lato CH , oe sarà pur dato l' altro HL , e quindi it punto L ri' 
sulterà dato di posizione. 

PROPOSIZIONE XXXVIIL 



io5. Preso up punto G [^^,340 oel prolunga- 
mento del diametro AB del cerchio AEBJD vi si iJn 
ovunque la secante QE, , e poi si uoìsca il punto F 
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^ coir estremo D deli' arco AD uguale ad AE ; la 
retta DF che congiugne tai punti y segherà sempre 
in uno stesso punto il diametro AB . Ed oltre a ciò 
la GA resterà divisa armonicamente in B , A . 



I 

I 
I 



Din. Si uQiscala retta ÀF , e per H coodacasi la retta 
HR parallela alla secante GÈ ; sarà 1' angolo HRF aguale 
al sno alterno RFE . Ma è poi qnest' angolo RFE uguale al- 
l' altro ÀFD , insìstendo essi sugli uguali archi AE , AD. 
Dunque sarà V angolo HRF uguale aH^ altro HFR ; e quia* 
di HF uguale ad HR • 

Inoltre i due angoli BFG , EAB sono uguali , perchè cia- 
scuno di essi unito al nìedesioìo angolo 6FE farebbe due 
retti. Ed è pure BFD uguale a DÀB {2i.El.IIL). Dunque, 
siccome sono tra se ugnali i due angoli EAB , DAB ^ così 
saran pure uguali gli angoli BFG , BFH • E quindi per la 
3. El. Fi. dovrà stare GB : BH :: GF : FH , o ad HR. Ma 
pe' triangoli simili GAF , HAR è GF : HR :: AG : AH . 
Dunque sarà GB : BH : : AG : AH ; e permutando GB : 
AG :: BH : AH . Yale a dire la GA è divisa in B , H ar- 
monicamente (§.6^. &2. Con., voLIIL del Corso geometrico). 
£ non potendo esser talmente divisa , che nel solo punto H ; 
le diverse rette , che uniscono i pnnti D , F ^ come si è pro- 
posto , passeranno pel punto H. 

106. Coa. Se la retta GH comunque divisa in B si prò* 
lunghi in A , sicché stia GA : AH :: GB : BH ; il sendcer^ 
chiù descritto su di AB sarà tale , che le GF , FH inclinate 
in esso da dati punti G y H son sempre nella ragione di GB , 
BH . £ questa verità , che altrove ho esibito , potrebbesi in 
questo nuovo modo , e più elegante, degli altri dimostrare. 
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PROPOSIZIONE XXXIX. 



TEOAEHA. 



1 07 . Se dal punto F* esistente fuori del cerchio 
AKB[/gf.35*] sititi per lo centro L la secante 
FA , la quale si divida armonicamente in G, e dal 
punto F si elevi la FP perpendicolare alla FA : di- 
co , che debba restar divisa armonicamente ogni 
retta , che conducasi per lo punto G , e si arresti 
tra la circonferenza di qael cerchio , e questa per- 
pendicolare, cioè dovrà stare RP:PK :: RG : GR«. 

DiM. Essendo , per ipotesi , AF : FB :: AG : GB , sarii 
componendo AF 4- FB : FB :: AB : BG , e prendendo le 
metà degli antecedenti, sarà LF : FB ;: LB : BG , e qnindi 
convertendo LF : LB t: LB : LG . Dunque sarà LF.LG a* 
guale ad LB* , e tolto da questi spazj il quadrato di LG , 
doTra restare il rettangolo FG.GL uguale all'altro AG.GB* 

Ciò posto , si abbassi dal centro L la retta LS perpendi- 
colare alla KB ; saranno equiangoli, e simili i due triangoli 
GFP , GSL . E dovendo stare PG : GF :: LG : GS , sarà il 
rettangolo PGS uguale all' altro FGL , e quindi ad AGB , 
che gli si è mostrato uguale , cioè ad RGK • Dunque per V e- 
gualità di questi rettangoli PGS , RGK , come il son pure u*- 
guali gli altri due FGL , AGB , le due rette AF , RP son di- 
"vise proporzionalmente ne' punti B,G,L) e negli altri K,G,R. 

408. Cor. 1. Essendo LF : LB :: LB : LG , se per G si 
distenda la corda OV perpendicolare alla BA , sarà tangente 
la retta , che passa pe' punti F , , e quella benanche , che 
unisce i punti F , Y . 

109. Cor. Quindi è chiaro che: Se da un punto F eiistentc 
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fiiort di un cerchio $i conduca la tangente FO , e la OG ordi^ 
nata alla FA^ che passa pel centro^ dovrà la FA esser divisa 
armonicamente ne^ punti G , B ; o TÌceversa : Se da un punto 
G esistente dentro di un cerchio si condiscano al diametro ARf 
T ordinata GO , e la tangente OF ^ dovrà parimente la AF 
esser divisa armonicamente ne punti G j B . 

PROPOSIZIONE XL. 

ijto. Se dal punto A [^g* 36. ] parlano le tre 
l'ette AB y AG , AD , le quali dividano armonica-^ 
mente la quarta retta £F terminata in E, talché stia 
EF : FH :: EG : GH 5 ogni altra retta EB, che dal 
secondo de'delti punti si conduce alle tre prime ret« 
te^ dovrà rimanere da esse benanche armonicamen-» 
te divìsa ) cioè, dovrà essere EB : BG :: ED : DG^ 

Din. Per ipòtesi sta £P : PH :: £6 t GH . Ma la prima 
i queste ragioni è uguale a quella di EB : IH, pe' triangoli si- 
EFB , HFI ( intendendosi distesa per H la IK parallela 
a BC ) . E la seconda di esse , pe' triangoli simili EDG ^ 
GKH, è uguale alla ragione di ED ad HK « Dunque starà EB : 
IH :: ED : HK ; e permutando EB:ED::IH:HK::BC: CD. 
411 .Cor. Dì questa proposizione n' è inversa la seguente 
alita : Se i due lati BE , FÉ del triangolo BEF sieno divisi 
ùrmonicamente ne punti C ^ D ; H ^ G ; le rette CH , DGy 
che vi congiungono le sezioni corrispondenti^ dovt*anno conver^ 
gere ad uno stesso punto della base BF prolungata ^ se pure 
non le eieno parallele « 



4 
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PROPOSIZIONE XLI. 



Ila. Se lire cerchi EFG, GIH, EIH [/^.37. 
n.i, 3, e 3.] s'iatersechiao scambievolmente j le Itq 
relte GK. , £F , IH , che passano per le sezioni di 
ciascuna coppia dì essi , dovransi intersecare in un 
sol punto j se pnr non sìeno parallele. 

Dm. Gas. 1 . Le due pròne rette GK, EF [ ftg.n.l « 2. ] 
sechìnsi in a : dico, che per questo stesso punto deU» pas- 
sare la terza retta IH. 

Imperocché , se ciò noi sìa , sì nnisca la retta la , e fpie- 
sla noo passando per H dovrà in S , R tagliare il cerchio 
GIH , e r altro EIH . Sarti dunque il rettangolo laS agn»- 
le air altro GaK , pel primo cerchio GIH , e quindi al co- 
stui uguale EaF , pel secondo cerchio EFG. Ma questo me- 
desimo rettangolo EaF , pel terzo cerchio EIH , è quanto il 
rettangolo Rai. Dunque sark il rettangolo Sol uguale all' al- 
tro Rai. Lo che ripugna . 

113. Cas. 2. Che se la GK suppongasi parallela alla HI 
[ fig.n.3.} , dovrà anche la FÉ esser parallela ad entrambe . 
Perchè se la FÉ incontrasse la GK in a , congiunta la al , si 
dìmostreiì come poc' anzi , che questa non possa intin^ega- 
re i due cerchi GHl, HFE in due punti diversi, ma che deb- 
ba passare per H. Adunque la HI non sarebbe parallela alli 
GH come sì è supposto, che perciò la FÉ dovrà esser neces- 
sariamente parallela alla GK. 

114. Cor. Se tre cerchi scambievolmente si tocchino ; le 
tangenti che ad essi conduconsi ne' punti di loro toccamen- 
ti , dovranno incontrarsi in un medesimo ponto. 
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PROPOSIZIONE XLII. 



TEOREMA. 



* Si rimofAi aìt epoca in cui fu ordinato dal Pergola il presente trai* 
tato , peri ultima volta , da noi espressamente indicata ne^rintroduzicH 
ne ad esso ; e si legga sul proposito la nota corrispondente in fine della 
Geometria di Sito del prof, flauti , che contemporaneamente si pubblica 
per la tersa volta • 



1 15. Se diensi di grandezza y e di sito i tre cer« 
chi A , B , C [^g-.38.], ed a ciascuna coppia di essi 
tirinsi le tangenti comuni , i cui concorsi sieno re- 
spetti vamente F, £ ) D : dico esser per dritto questi 
tre punti. 

DiM.Si uniscano per la reità FD i due punti F , D , in essi 
doYrà cadere il rimanente punto E. Imperocché condotta dal / 

punto G la CL parallela ad AB , si chiamino a , & , e i raggi i 

de' dati cerchi A,B,C. Sarà a : b :: AF : FB (4.ELVL) ; e 
b : e :: BD : CD::BF : CL, pe' triangoli simili BDF , CDL. 
Dunque , ex aequo , dovrà essere a: e n AF : CL • Ma V è 
poi aie :: AE : CE . Dunque sarà AF : CL :: A£ : CE ; 
e quindi il punto E dovrà stare nella FD . 

116. ScoL. La dimostrazione di questa verità è dovuta al 
Flauti *, Intanto da ciò può alarsi non esser vera \ opinio- 
ne di certi analisti oltramontani » che a questo teorema non 
•» possa recarsi una dimostrazione propria , ed a priori , ma 
» che debbasi quello rilevare dalla soluzione descrittiva del 

>) problema dì condurre un piano tangente a tre sfere date di 
» grandezza e di sito ». Anche la dimostrazione del teorema 
precedente y eh' ò assai elegante, \ è opera del lodato Flauti. 



i2 
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CAPITOLO yu 



DEL DATO ALGEBRICO BI UNA RETTA , E DEL MODO 
DI GEOMETRICAMENTE ESIBIRLO. 



1 17. Il valore di una grandezà^a continua , e la di lei geo^ 
metrica esibizioDe son due cose interamente tra lor connesse 
sicché dair una può 1' altra derivarsi . Ma pure il più delle 
Volte addiviene , che si richiegga un metodo trascendente 
per Siffatta determinazióne . £ sol nelle rette rtescon facili, 
ed elementari questi problemi , eh' io riduco a due princi^ 
palmente ; V un de' quali è inverso dell' altro . Cioè : /)«* 
ta r tspressivnc nlgebrica di una rettu , costruirla geometri^ 
mente » E viceversa : Dato il rapporto , o '/ sito di una ret- 
ta a più grandezze date , intrurne t algebrica espressione £ 
tal retta . Il primo di questi dne problemi è risoluto in que- 
sto capo y e '1 secondo nel secondo libro. 

PROPOSIZIONE XLIII. 

TEOREMA. 

nhtil 

1 18. La frazione analitica — =^ abbia un fattore 

pqr 

di più nel numeratore , che nel denominatore , e 
ciascuno di essi dinoti una retta data di grandezza ; 
la detta frazione sarà T ultima delle quarte propor- 
zionali ritrovate nel seguente modo : cioè, la prima 
dopo le tre rette p^a^b^ che chiamo A , la secon- 
da , che dico B , dopo le tre rette q^c^A:^ la terza 
C dopo le tre altre rette r^d^By ec. 

Dm. Le proposte analogie son le seguenti p : av.b : A , 
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f. et:: ^ ' B , r: di: B i C^ec. Dunque dalla prima di e$~ 

ab 
se doyrà raccorsi , che sia pJ:=zab^ e quindi A =2 — . K 

la pcoposla frazione ,. che potrà, arete quesl*^ altra forma. 
— X — , dìvenrk uguale ad 



? qr " qr 

Similmente^ , per la seconda delle anzidette analogie > es^ 

sendò ^B = Ac , sarà £ = — ^ e quindi davrà divenirne 

= — , e ciascuna di esse n' esprime il proposto (ratto. 

Finatmente dalla tesza analogia ricavasi tC z=z Bd ^ cioò^ 

C:=z — * Dunque sarà C = ^ • 

E questa dimostrazione, che h& fermata in tre sole* ando>- 

* gie , potrebbe nelle stassa modo progredir più oltre , se i 

fattori del numeratore nel proposto fratto sien pik di quattro. 

i 1 1'9. G0D.I . Con questa stesso artificio può costruirsi una 

^ frazione polinomia nel solo numeratore^ o nel solo denominar 

tore ^ o in amendue, se mai cotesti polinomj sien risolubili 

in &ttori semplici , ciascun de' quali dinoti una retta data 

di grandezza • Gwh, per costruire la* seguente irazÌ0n& 

"- ; ' y o la sua trasformata -^ — ; — -r-? » 

w"— n» ^ui-j-n) (m— II.) 

gioverìi fare m-J^n: a-^^b ;:. a-— & ' A ^ cioè ritrovar la 
retta A terza proporzionale dopo le due m 4" n , ed a — 6^ 
e poi la B quarta proporzionale dopo le tre m — Uy e, ed A. 
Sarà B la retta espressa dal proposto: fratto^ 

120. Cor. 2.. Se propongiBisi a costruire una* frazione y 
che abbia nel sue numeratore , o nel suo denominatore, più 
fattori y o meno di. quanta vi si richieggono a tal uopo, dovrà 
moltiplicarsi il denominatore , o il numeratore per T unità 
una , o più volte, sicché tal fratto acquisti la prescritta for- 
ma . E quest unità non è , che una retta presa ad arbitrio , 
quando quel fratto propongasi astrattamente • £ s' ei emer- 
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ga dalla risoluzione di un problema , la detta unilk dovrà 
ser quella retta , che vi si è dovuto porre uguale ad 1. in 
risolvendolo . Imperocché ninna retta può avere un' asimme- 
trica espressione , se non siesi posta un' altra uguale ad 1 , 

come dall' Algebra Y è chiaro. E quindi la firazione 



pqri 

quisterà la forma lineare , moltiplicandone il numeratore per 
r unità due volte di s^ito ; onde si dovrà , come qui sopra, 

costruire 1 emergente fratto -— - . 

PROPOSIZIONE XLIV. 



FBOBLEIIA. 

^ •ir- ahc±klfn±... 

111. Costruire la trazione ,cne 

Pi 

sia mODomia nel solo denominatore y ed ove le a y 
hy Cy py (j y ky ly ììiy cc. dìuotlno lettc ààìB dì gran- 
dezza . 

Sol .Questo problema y che ben si conosce esser un corol- 
lario del precedente teorema y può in queste due guise ef- 
fettuarsi • 

Se il numeratore della frazione proposta sia risolubile in 
fattori semplici j ella si costruirà pel cor. 1 . dell' anzidetto 
teorema . 

E se ciò noi sia , eccone lo snodamento del problema . 

1. Si scinda un tal fratto nelle sue parti — , ^ec. 

pq P9^ 

e vi si facciano le riduzioni , se sia d' uopo » 

2.Si ritrovino le rette P , Q y ec. uguali alle frazioni par- 

. abe klm 
ziah , — — , ec. (118). 

pq pq ^ ^ 

La retta P± Q i ... sarà espressa dal proposto fratta. 
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La dimostrazione è cbiara dalla rapportata cqpetazioDe j e 
dall' anlecedeate teorema . 

mOPOSIZIONE XLV- 

tmOBLEHA. 

ethctle 

139 «Costruire la fraaione ^ ^ che ba ud 

monomio per numeratore > ed un polinomio per de- 
nominatore » 

Sol. 1 . Nel Domeratore della frazioDe date sì lascina due 
de' di lui fattori , quali ne parranno convenienti , cioè che 
sien diversi ^ se può esserlo , dagli altri fattóri de termini 
del denominatore , come nel caso nostro si lascino i due e ,d 
nel numeratore ; e poi si divida ciascun termine del detto 
denominatore per gli altri fattori rimasti nel numeratore^ cioè 
per abc . Dovrà essere la proposta frazione 

ahcde ed 

— = V 

aòe "" ab 9 

2. Inoltre si ritrovino le rètte P, Q respettivamente ugua- 

Il a fattori — -- , lij — ( prAS. ) . 

ab€ obe ^'^ 

3. Finalmente si prenda la rette R quarta proporzionale 
in ordine alle tre rette P ± Qy Cyd-y ella ne sarà espressa dal 
proposto fratto. 

DiM. Dividendo si il numeratore , che il denominatore del- 
la frazione date per abevL emerge quel fratto , cb' è nel se* 
tondo membro dell' equazione V. Ma i termini del suo deno- 
minatore son le rette PÌ,Q ^ cioè un tei denominatore n' è 
la reità Pi. Qy e '1 prodotto delle rette e ^ d n' è il nume- 
ratore . Dunque la rette R quarte proporzionale dopo le tre 
rette P ^ Q^ e ^ d ^ sarà il valore del fratto , cb' è il se- 



J 
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condo membro dell' equazione V. , e quindi anche dei primo 
meoibro , oh' è la proposta frazione. 

PROPOSIZIONE XLVL 



PROBLEMA. 

1 a 3. Esibire una retta uguale alla frazione 
%-, — ^ > eh' è polinomia sì uel numeratore * elle 

klm ±pqr * 

nel denominatore, ed ove ogni grandezza a, bj Cj dj 
f....yk,l,m^p*^*. esprime una retta data di 
grandezza « 

Sol,. Se tanto il numeratore^ che il denominatore del pro- 
posto fratto sien risolubili in fattori semplici , o lineari, col 
metodo della proposizione prima si costruirà un tal fratto . E 
se ciò noi sia , come V è ordinariamente , eccone gli artifi^j . 

\. Si scinda il dato fratto n^elie sue parti ^ che si vedran-- 
no dover esser le seguenti : 

ab ed f^ 9 * 

m ' i II ■ ^ 1 L ■ B t 

klm -j^pqr ^ klmdtpqr 
2. Si ritrevi pel problema precedente la retta P uguale alU 
prima di queste frazioni parziali , e V altra Q u^ale alla se-^ 
«onda ^ Sarà la retta F-±Q uguale al proposta fratta . 

PROPOSIZIONE XLVIL 

i:i4^*S^l^ {razione «—*-*— abbia due fattori di più 

nel numeratore , che nel denominatore , e ciascuna 
di essi disegni una retta data di grandezza % tal fratta 
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dovrà esprimere un rettangolo , di cui un Iato n' è 
l'an de* fattori del numeratore, per esempio la Cy e 
r altro è quella retta espressa dal fratto , eh' è ri- 

• abcd 

masto con quel fattore di meno « cioè • 

£ presa la retta P media proporzionale tra le due 

rette e, ed \ sarà P' uguale alla proposta fra- 

abcdc 
zione 

pqr 

Dm. La firazione \ è una retta ( vr. 43. ) , ch« 

chiamisi C . Duoque moltiplicando per e si quel fratto, dia 
questa retta, sarà ■ ugnale ad e C, e quindi anche a F*. 

I25.C0B. 1 . Se vogliasi ridurre a quadrato una frazione , 
che non abbia due fattori di piìi del numeratore , che nel 
denominatore , converrà moltiplicare questo , o quello per 
1' unità una , o piii yolte , talché ottengasi la dovuta condi- 
zione del fratto . Su di che vedi il cor.2.prop. 43. 

126.Goa* 2, £ lo stesso dee dirsi di una frazione polino- 
mia nel numeratore , o nel denominatore , o in tutti e due , 
quando sien essi risolubili in fattori semplici , e ve ne ab* 
bian due di più nel numeratore , che nel denominatore • 

PROPOSIZIONE XLVIII. 



MOBLBIIA. 

117. Ritrovare un quadrato , che pareggi la dif- 
ferenza de' quadrati delle due date rette M ^ N. 
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Sol. Questo problema elemeoUfe y può «vere la s^ueote 
semplicissima soluzione . 

Prendasi un punto G [ flg.SB»'] in una retta indefinita LE, 
e da esso y\ si tronchino le parti GA , GB , respettivamente 
uguali alle date rette M,N ; di poi col centro C intervallo CA, 
che sia la maggiore di quelle rette, si descriva il semicerchio 
ADE^ che seghi in un punto D la perpendicolare BD, deva* 
ta sulla minore GB dal suo estremo B • 

11 quadrato della BD sarà quello , che si cerca • 

DiM. Imperocché il quadrato della DB è uguale alladiffe* 
renza de' quadrati delle due rette GD , CB (47. ELI.), cioè 
della loro uguali M , N. 

. PROPOSIZIONE XLIX. 

PROBLEMA. 

]!i8. Ritrovare un quadrato , che uguagli i qua- 
drati delle date rette M, N, P, ec. 

SoL.Si dispongano ad angolo retto le due date rette M,N, 
e tì si congiunga V ipotenusa y il cui quadrato , come T è 
noto ( UT^El.I. ) y sark uguale alla somma de' quadrati deDe 
due M , N . Da nn estremo di quest' ipotenusa le si alzi k 
perpendicolare uguale alla retta P , e si tiri benanche V ipo- 
tenusa di questo nuovo triangolo rettangolo , Sara il di lei 
quadrato uguale a' tre quadrati delle M, N, P insieme presi* 
E così pih oltre si procederebbe^ se vi fosser più rette date 

La dimostrazione apparisce dall' operato . 
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PROPOSIZIONE L. 



VBOBLEMA. 



ISQ. Costruire un radicale quadratico , che ab* 
bia sotto del suo segno più termioi di seconda di- 
mensione • 

Sol. 1 . CiascttO di questi termini si ridaca a quadrato y se 

pur noi sia 

2. RitroYandosi positivi qua* termioi ^ o i quadrati , che 

li pareggino , si preoda un quadrato uguale a' que' quadrati 
presi insieme , e ciò per lo problema precedente . Sarà il 
lato di un tal quadrato la retta , che si domanda . 

3. Che se que' termini sieno in parte positivi, ed in parte 
negativi y converrà trovare un quadrato uguale alla somma 
de' quadrati positivi , ed un altro a quella de' negativi y co- 
me si è neir antecedente problema praticato • E dinotisi per 
P ' il primo di questi quadrati , e per Q* \ altro. 

A.Fioalmente si ritrovi il quadrato di un' altra retta JR, che 
uguagli la differenza de' quadrati della rette P y Q {jpr.48.\ 

La retta R sarà queUa, che si donianda : cioè il rapporta- 
to radicale sarìi geometricamente esibito per la retta i?. 

La dimostrazione è chiara per 1' operazione . 

iSO.EsEMF.Yuol costruirsi l'espressione radicale seguente 

V(flA— 4c + fif'— r) 

Si prenda il quadrato della retta P uguale ad a i-f'SfS ® l'^l** 
tro della retta Q uguale a ic 4- f '• Sarti ab — ic + g* — f ' 
r= P — Q' . Inoltre il trovi per la prop. 48. il quadrato di 
una retta R uguale a P' ~* Q'. Sarti la retta R quella , che ne 
disegna V( a* — Ac + 9' — f * ), 






r 
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PROPOSIZIONE LL 



TEOREMA. 



;Ì i3i « Costraire geometricamente il radicale q[aa- 

I; • dratico universale 'y ^* ^ * ( \labmn ± defg )j ^ 

!| ove ciascuna delle grandezze Oyb^Cyd^e^fygjniyn di- 

il noti una retta data , 

{' 

1 Soi.. 1. Il rettangolo ab , o qualunque altro , che sia sot- 

to del secondo racUcale , riducasi a quadrato, se pur noa sia 
I im quadrato ; ed ei si dinoti per p* ; diverrà 

•i yl{abmn±defg)= V (p'»»« * edfg)^p\{mn ±^-^) 

e i fa- 

2. Si rìtroYÌ una retta uguale a V ( mn ± — ^) (i28.), 

3. E tra questa retta , e V altra p si ritrovi la media pro- 
porzionale Q : come anche T altra P media proporùonale In 
i y e . Sarà il proposto radicale 

V Qc±( abmn ± edfg )^ = \/ (P' ^ Q' ) 

4. Finalmente si ritrovi il quadrato di una retta R uguale 
a P' — ^ (pr.-^«.) . 

Sarà R ^espressione geometrica del radicale universale prò* 
posto • 

La dimostrazione intendesi dal tessuto delle addotte ope* 
razioni . 
^ PROPOSIZIONE LIL 



PROBLEMA. 



1 33 . Ridurre respetlìvamente a cubo^ ed a biqua* 
drato i seguenti nionomj abcy abcd y ove ìeUy b, 
Cy dy dinotino rette date. 



1 
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Sol. Gas. 1. Si ritroyi la retta A inedia proporzionale tra 
ìe altre due a , & ; e poi s^ inteadan prése le due medie pro- 
porzionali tra la retta ^, e la e*, ed esse sieno ilf, M' . Di- 
co essere il monomio ab t aguale al cubo della M , eh' è la 
prima di queste due medie proporzionali . 

Imperocché essendo ab s=: ^% per costruzione, sarti ab e 
x=: ^'c : e quindi dovrk stare A^ : ab e :: A^ : A^c Ma la 
seconda di queste due ragioni è uguale a quella di ^ : e , 
e questa X è quanto V altra di ^ e ilf ^^ per esser le quattro 
rette A^M^M\ti continuamente proporzionali (defJi.El. V.). 
Dunque sarà A^ : ab à :: A^ : M^ , e con ciò ab e uguale 

9idM\ 

r Gas.2. Si ritrosi la retta A media proporzionale tra le due 
date rette a , 6 > é 1' altra B anche media proporzionale ti*a 
le rimanenti e , </. Itioltre si prenda la C media proporziona- 
le tra le anzidette medie, cioè tra le A^ B. Sara C^= abcd. 

Imperocché sostituendo nel monomio ab ed per ab \ A* e 
per cifla^'ysarà abcdc:A*B\ Ma Té poi C zzz AB j 
e quindi C^ ts A*B* . Dunque sarà abcd = C^ . 

133. ScoL. Rappresenti abcd . • • • T un prodotto di n 
fattori lineari che yoglia trasmutarsi nella potenza JT* ; e 
supposto che il numero di quelli meno uno, che sia 1* ultimo 
T , siesi di già ridotto alla potenza P"""* , sarà !*•"** X T 
c= ^^ , la quale equazione indica , com' é noto, esser la JTla 
prima delle medie proporzionali al numero n — 1 tra P, e f 
e però la chiesta riduzione dipenderà da questa, e dall' altra 
che y'era bisognata per ridurre a potenza perfetta il prodotto 
precedente di n -— 1 fattori lineari. Sicché ripigliando il ra- 
gionamento là dove si era lasciato dall' tintore nella prece- 



* QueiU) problema tara in ùffrtisó geomeiricamenU risoluto nel ino 
proprio luogo ; e può di esso cedersene la corrispondente soluzione a/- 
gdfrieo^eometrica nel Trattato analitico de' Luoghi Solidi , che fan se- 
guUo alt altro delle Sezioni Coniche analitiahe del Pergola , al $« 132. 
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dente proposizione, se n = 5, P"' ' sarà di quattro dimensio- 
ni , e determinabile dal caso 2. del problema superiore , e la 
^sarà la prima delle quattro medie proporzionali tra P, T. 
Che se n = 6, sarìi P"""* = P*, e per la X doTrebbesi as* 
segnare la prima di cinque medie proporzionali tra P e 71 
Ma in questo caso , e negli altri analoghi , cioè che il nume- 
ro delle dimensioni sia divisibile per 2, si yede chiaramente, 
che r espressione proposta, potendo prendere la forma j4*B* 
C*.... dipende però dalla riduzione a potenza perfetta deU 
l'espressione di meta di numero delle dimensioni/ che ayera ; 
e però , nel caso in quistione, dalla ricerca di due medie pro- 
porzionali ( cas.i.pr.prec. ). 

Continuando lo stesso ragionamento pel caso di n = T , 
e però di P"^' = P^ , sarà quindi la X la prima delle sei 
medie proporzionali tra P , 3' , e però un tal caso si Yedrìi 
dipendere da questa ricerca , e dall' altra preliminare dello 
due medie proporzionali . 

£ supponendo n = 8 , si dovrebbe , per ciò che si è deU 
io di sopra , scindere quel prodotto in due (attori l' uno di 
due dimensioni , Y altro di quattro , e però la riduzione di- 
verrebbe piana , dipendente dalla ricerca di medie propor- 
zionali. Lo stesso in generale per qualunque altro numero di 
fattori eh' esprima una potenza del 2. 

Inoltre nel caso di n = 9 , l'espressione data prenderebbe 
la forma A^B^C^ , e dipenderebbe dalla ricerca di due medie 
proporzionali, e sarebbe però solido un tal caso ; come ancora 
ogni altro di un numero di dimensioni , che sia potenza di 3. 

E senza star a ripetere all' infinito simili ricerche , sarà &* 
cile ad ognuno, suU' andamento fissato , stabilirsene la r^l^ 
generale , ed il modo di operare anche ne' casi di eccezione 
da quella . 

Circa il modo poi di poter con artifizio meccanico sempli- 
cissimo rinvenire quante medie proporzionali si vogliano , si 
riscontri la Geometria del Cartesio, nel principio del lib.lHt 



I 
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PROFOSIZIOT^E LUI. 



mOBLEBA. 



i34« Costruire geometricamente un radicale cu- 
bico 9 qual n è il seguente 

\J{ahc ±fgh ±pqr...) 

ove le a, b j Cy d^ ^^f^Sì ^9py^^ ^««^ dinotino 
rette determinate^ 

Sol. 1 . Facciasi , come a ad f , così g ad una quarta P, 
oode airrassi aP^=z fg . Similmente si prenda la Q quarta 
proporzionale in ordine ad a , p , f , e sarà pure aQ zizpq. 
E così più appresso , se vi sieno altri termini . Sarà 

\/(abc±fgh±pqr±...)=y/a(6c±Ph±Qr±...y 

2. Inoltre si ritrovi un quadrato uguale al polinomio A e ± 
PhiiQrii ec. (^pr.óO.) , ed ei si dinoti per jR\ Diverrà il 

secondo membro della precedente equazione uguale a ^a A', 

3. Finalmente si ritrovi per lo problema antecedente un 
cubo uguale ad aJR* , ed esso cubo si chiami J^ : dico esser 

la retta ^= y ( abc àifgh i^pqr ... ) 

La dimostrazione dì quesC assertiva ben si comprende 
dalle addotte operazioni • 

135. Cor. 1. Dunque sarà facil cosa l'esibire una retta ^ 
eh' esprìma le radici cardaniche dell'equazion cubica, che ab- 
biano la seguente forma reale 

V(i?±V(i?-+^p'))- 

136. Cor. 2. E tutte le radici reali dell' equazioni algebri- 
che saran geometricamcfnte costruibili come da questi due ul- 
timi problemi può raccorsi • 
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137. ScoL. Nel terzo libro yI sarà mostrato , che la Geo- 
metria può esibir benanche quelle radici cardaniche ^ eh' e- 
mergono sotto forma immaginaria , e che tU caso irreduUiòik 
appartengonsi . Che anzi rilererete con meraviglia^ che le 
radici reali di ogni equazione , che sia di grado superiore al 
quarto , si possano geometricamente esibire, lìi dove V Alge* 
bra non sa esprimerne i lor valori . Ed in ciò pare la sintesi 
aia dell' analisi moderna pib potente • 



Fine del libro primo^ 
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DE' QUESITI DE' PROBLEMI . 



CAPITOLO I« 

lA NATURA M COTESTI QUESITI. 

t38.Ì)£F.i.La determinazióne di una granici^ 
isu continua Consiste nell' esibirla con una geometrU 
ca operazione, o nell' assegnarle quel valore ^ ch'eU 
la tiene, o ad un suo determinante appartiensi. 

iSqì Def^ lì. E così pure la determinazione di 
un punto non è che 1' esibirlo con una geometrica 
costruzione , o V $tssegnarne ad un determìnatate di 
esso il valore. * 

1 AO. CoR^ 1 '. Di qui si vfde ess^r geóiiietricó il primo itoo- 
ido di determinare una cosa , ed analitico , ò aritmetico poi 
V allrò . 

l41.CoR.2. tJnà grandezza geometrica noil può conoscer- 
si altramente , che per la sua genesi , o pel suo valore, cioè 
per la sua determinazione (ds/l^;/.) . Dunqu'ella prima di 
esser determinata era ignota . E lo sttssso dicasi cdnveneybt 
mente della determinazione di un punto . 

H2.lScoL. i »Là nozione del determinate qtuissii r^9LÌ^{defi 

/ e j?» ) panni esser la pib generale di quante ad una tal to^ 

ce si possan mai adattare. Poiché ella in poche semplicissi-» 

me parole in^iem comprènde i diversi generi di detertninR-< 

lioni , e le divèrse grandezze da detérmibarsl , ed i varj 

modi di ciò fare « Or queste grandezze rìduconsi a linee ì 

5 
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PROPOSIZIONE II. 



MINCIPIO. 



149. I dati di ciascun problema debbono «seM 
non solamente connessi col suo quesito, ma benait* 
cbe sufficienti a determinarlo. Ed in detto nesso ^ e 
sufficienza la solubilità del problema dee consistere. 

Dia. Essendosi detto qui sopra ( §> prec.) essere i dati di 
«tascuD problema i determinauti del suo quesito , essi nella 
natura; e nel numero dovranno esser tali da potersi quel que- 
sito determinare . Dunque nel nesso de' dati col quesito y e 
nelk sufficienza loro dovrà consistere la solubilità di un jnto- 
blema, qualunque ei sia , ed in qualunque modo ne aggrada 
risolverlo . 

1 SO.RncB.Così la lunghezza del raggio di un eercMvjfuel' 
la di una corda di esso y e la grandezza delV angolo fatto in 
tilt de^ due segmenti troncati da quella retta, son tre grandes- 
xe talmente tra lor connesse , che da due di loro può sempre 
determinarsi la rimanente . Dunque due di queste tre gran- 
dezze saranno idaii proprj,e sufficienti per la determinazione 
della terza , che si richie§^. Ma una di dette grandezze sa* 
rebbe mi dato insufficiente per rinvenirne ciascuna delle al- 
tre due. E vi sarebbe un' improprietà nella proposta, se mai 
si dimandasse la lunghezza dell'arco di ciascun segmento dal 
rapporto di due di quelle Ire grandezze , e dalle lunghezza 
loro » 
f 






PROPOSIZIONE m. 



FRincmo. 



i5i.Se dagli Elemeoli di Geometria iateadesi a- 
levolanente il modo y oude deiermioarDe il quelito 
di un problema da'suoi dati , un tal problema do* 
vrà aversi per uno degli elementari ; ed il quesito 
potrà tenersi come un dato secondario di esso pro- 
blema « 

Iha. Amendne queste parti della proposkloBe seno- ehia-- 
te da per se stesse , e col seguente esempio le lUastreremo.. 
Quando sia dato un angolo , dee pur esser data la sua me- 
tà j per la 9. £/. 1. ; e quindi anche la quarta parte di es- 

•e, V oltaya, la sedicesima , ec.^ e generalmente la parte ^ 

di detto angolo ^ Inoltre bisecando un angolo del triangola 
equilatero ottiensi un terzo di un retto , come per la 32 det 
primo compreadesj. Dunque la trisezione dell'angolo retto sa- 
rà pure un problema elementare : e dato V angolo retto s*^ in^ 

tende data benanche la sua parte' r^ . Oltre a ciò il pcoble- 

aia delta divisione di una reità in estrema , e media ragione y 
qual si enuncia nella 30 del VI. degli Elementi ^ si derira 
inunediatamente dalla 2. del II. , ove propoaesi di dividere 
una retta terminata y sicché il rettangoto delta tutta in un seg^ 
mento pareggi il quadrato dclV altro segmento . E quel pro<- 
blema pùè dirsi derivativo da questo ; imperocché dalP e« 
qualità di questi due spazj rettangolari quella proporzione 
di rette ae discende immediatamente y per la M.ELVT. Ma 
non potrebboosi dire esser derivativi dalla 2.£/. II. quest» 
altri problemi , cioè la foìinazione di un triangolo isoscele a- 
tente eiascun angolo alla base duplo del verticale : la de^ 
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scrizione di un pentagono regolare entro di un cerchio: lafor* 
mazione di tal figura su di una retta data : ec. ; poiché neb- 
bene queste costruzioni dipendano dall' anzidetta proposizio- 
ne undecima ^ pure bau bisogno di molte altre verità elem^i- 
tari , e di altra loro congegnazione . 

PROPOSIZIONE IV. 

PRINCIPIO. 

j 5^ •Sebbene i quesiti de'geometrìci problemi sie- 
no, come si è detto (§. gJ) , di grandezza , di ra^ 
gioite 5 di specie y e di sito \ nondimeno ciascun di 
essi riducesi a ritrovare un punto, il qual soddisfi ^ 
certe proposte condizioni. 

RiscH.Io m' immagino, che yoì nelK apprender gli Elemen- 
ti di Geometria y o nel risolvere qualche geometrico proble^ 
ma avrete rilevato y che ogni quesito sulle grandezze continue 
o proponga l'indagine di un punto soddisfacente a certe con- 
dizioni , o che a questa quello si riduca . Così il primo pro^ 
blema degli Elementi piani , che domanda la formazione di 
un triangolo equilatero su di una retta terminata , ad altro 
non si riduce , che a ritrovare un punto y sicché le rette, che 
da esso conducansi agli estremi della data , sieno uguali ed 
a questa , e fra loro . E la bisezion dell' angolo propostaci 
^d quarto problema (9. EU.) , anche si riduce a ritrovare 
nn punto entro di esso angolo , tatchè la retta , che il con- 
giunga col di lui vertice y ne bisechi il dato angolo . Ma 
perchè rilevar dagli esempj il nostro assunto , quand' ei per 
la natura della geometriche determinazioni si comprende ? 
(def.i.). 
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FROPOSIZIONE V. 

FBIIICIPiO* 

1 53. Quando la soluzione di un problema geome- 
trico si è ridotta a ritrovare un punto , ogni gran- 
dezza 9 che ne dipende , sarà ignota al par di esso. 

E tutte coleste ignote saran connesse tra loro ^ 
cioè dipendenti V una dall' altra nel valore y o nella 
geometrica esibizione . 

Dm. \a prima parte di questa verità è chiara da se sles- 
$a ; e r altra da* seguenti capi sarà pienamente illustrata. 

154. Aw. Nel seguente capo ragioneremo del nesso delle 
ignote per la comune lor dipendenza da quel punto ignoto , 
ove il quesito riducesi del problema . Ma le ignote sogliono 
esser connesse fra loro per le condizioni y che le avvincono ; 
che perà delle condizioni sarà bene discorrere nel cap. Ili*" 
E nel IV^ , e ne' seguenti capi vi parlerò de' luoghi geome- 
trici y co* quali si soglion que* punii ignoti determinare * . 



* Cosi aveya r autore propostò di fare , e cosi fu piiris annunziato 
nel Prorpeito delC arte d* inventare pubblicato nel 1809 . Ma in segu»- 
to avendo egli composto , e dato alla luce il suo Trattato analitico delle 
Sezioni Coniche , s' indusse a pubblicare in seguito del medesimo Y al- 
tro àe' Luoghi geometrici di eecond ordine analiticamente trattaii , che 
da noi » in due altre edizioni di quel primo trattato gli è stato sempre 
aggiunto in continuazione ; e però abbiamo dovute qui supprimerlo , 
ritenendovi la sola parte di alcuni luoghi geometrici sinteticamente 
trattati . 



CAPITOLO II. 



IfESftO , CHE HAN LE IGNOTE IN CIAACVIf 
GEOMETRICO PBOBLE^A^ 



155, D^ qu^l punto ignoto , cui si riduce \\ cjuesHo di o- 
gni geometrico problema , n^sce numerosa^ famiglia di grap- 
dezze al par di esao ignote. Tali sono e quelle rette ^ che dal 
4etto punto Qonduconsi a punti dati '^ e quelle altre , che com 
dato sito 9Ì distendono ^ linee date , o che queste sien rette ^ 
o che ^ien curve . Inoltre k parti di tedi retts , ^he fram" 
fnezzasftO linee date sovente sono ancora grandezze ignote : e 
di tal natura sono ^nche k potenze di eoteste ignote , i loro 
rappotU , ed ogni espressione algebrica ^ o trasi^endenie^ che 
formisi da esse. Ma tutte queste grandezze , ancorché sieno 
tr^ lor diverse in v^rie guise , pure in ciò convengoQO /che 
determinandone un^ di esse pe ref^tino deterpiinate le rima- 
nenti. E quindi da ciascuna di loro si potrà esprimer ciascu- 
ni' altra convenevolmente. Or quesle cose conducono ad inten- 
der bene le analitiche soluzioni de' geon^etrici problemi ^ e 
|>erciò sar^ dicevole , c\k io qui le dichiduri a sufficienza . 

j56^ Def^ iv^ I«je ignote di uà problema si di- 
ran conneisfi fra loro y se ^ determinandone uaa di 
esse ne resti determinata ciascuna delie altre.O se al 
jpsirsi nota uQa di esse vi 9i facciasi note puraache le 
jrimaneoti* 

1 57. Queste ignote per brevità di dire si potran chiamar- 
le ignote socie . Ed pltre a ciò la prima di esse potrà dirsi 
ignota principale , ed accessorie le altre* 

iSB^ DkiF.v. due ignote dovran dirsi distinte fra 

) Ycg^,(piaQto «i à detto sulla determina^iooe oel principio delcap.pr^ 
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loro , se delernuoandooe una di este non resti de- 
terminata T altra ignota. 

1 59. Com. Dunque se dinoteremo colla lettera x noa gran* 
dezza lignota di un problema , ogni altra ignota , che sialci 
connessa, dovrii dinotarsi con un' espressione della x. Cioè, 
per servimi della frase de' moderni analisti, la seconda del- 
le dne ignote tra lor connesse sarà una funzione della prima ; 
e TÌceTcrsa. 

i6o. Dbf. vi. II nesso di due ignote sarà a^^* 

hrico f se per le operazioni dell' Algebra comune 
può r un' ignota esprimersi per V altra « 

i6i. Def.'yu. Edei si direbbe tr ascendente ^ se 
per esprimere un' ignota dall' altra converrebbe ri- 
correre ad operazioni trascendentali dell'Analisi. 

162. Le operazioni algebricke , come vi è noto da* cerai 
elementari , non soa che la iommu , la soilrazione , ta molti' 
plica y la divisione , t elevazione a potenza ; V eeirazion di 
radiec ; il maneggia deW equazioni y ed altre dipendenti da 
queste . Laddove i log-mi , le grandezze èsponenziaU^ le cir- 
colavi ^ ec^ soa le principali , o le pia semplici tra le fa»* 
zioni trascendenti . 

163. Per l' intelligenza delle proposte deiiniziont immagi- 
natevi 9 cbe un problema geometrico siesi ridotto a ritrova- 
re un punto uella data curva AMG [ flg.2, J , il quale debba 
esser soddisbcente a certe prescritte condizioni. Suppongasi 
esser N intesto punto ignoto , di dove intendasi ordinata la 
KM air asse AQ di tal curva , dNudotta la NT tangente di 
essa curva in N , ed elevala la NQ perpendicolare alla NT. 
Inoltre si concepisca congiunto il punto ignoto N col punta 
dato S entro di tal curva > e da N condotta la NO con uu 
dato angolo sulla data ED, ec.Saran grandezze ignote le ret- 
te AM, MN, MT, TN, QN, MQ, NS, NB, EO, ec. ed an^ 
cbe tali saranno le potenze loro ^ i loro prodotti ^ il rappor- 
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io di due qnalaoqoe di esse , il sito delle medesime y ed al- 
tre fimìglianli cose . Ma tali quantità saran conoeMe fira lo- 
ro , o ignote socie : dappoiché ana sola di esse , che in un 
qoalimqae modo si determini (n.l38.), vengonsi a determioac 
le altre rimanenti . Inoltre il trìlìneo ANM , 1' arco AN^ la 
superficie descrìtta da questo nel rivolgersi intomo ad ona 
delle anzidette linee , son pure grandezze ignote al par del<^ 
le prime , cui serban sovente un rapporto tascendentale ^ . 
Ma se in tal problema, e nella curva ANG si addimaodino 
due punti , i quali suppongansi essére N ^ n ; le loro corri- 
spondisnti ascisse AM , Am saran due ignote non già connes-* 
setra loro y come si son dette le precedenti linee ^ ma ira te 
distinte ; ove non si consideri qnalche condizione prescritta , 
chele avvinca. E lo stesso dee dirsi di ciascun' ignota socia 
deli' ascissa AN con qualunque altra dell' ascissa An. 

164. ScoL.Ed ecco qui appresso i prìncipj, onde le gran- 
dezze geometriche si possono esprimere analiticamente in 
convenevol modo . 

PROPOSIZIONE VI. 

PRINCIPIO. 

i65.Se un tatto, che indichisi per T^ sia compo- 
sto di due parti , di cui la maggiore sia P, R la mi- 
fioraie D la differenza loro, sarà sempre TzzzP+R^ 
P=^T- R, R=zT-P ,P='A(^T+ D), E = 
'/a ( y— /)) , qualunque sia la natura delle gran- 
dezze Ty Py jR, Dy e '1 numerò de' termini di cia- 
scheduna . 



4 Ciò 8 intende dalU teorica della quadratura , e della rettificaziona 
delle curve. 
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DiK. Le priipe tre Yeriià esposte in questo principio son 
chiare da loro stesse . £ per le altre due eecone no breye ra-i 
cionameDto preso dalla Geometria elementare. 

Le due rette AF,FE [ fig.S. ] comunque disuguali si di- 
spongano per dritto ; e bisecata in C l'intera retta ÀE^ si ioU 
ga Cf uguale a CF . Si Goooscerk per intuizione esser la Ff 
l'eccesso di AF sulla kff cioè della maggiore AF sulla minore 
FÉ. Ma FG è metà di Ff differenza delle ineguali rette AF , 
FÉ , ed AG n è la loro semisomma . Dunque sarà AF = AC 
-J-CF, ed EF = EG — GF : cioè , ne' simboli generali , do- 
^ràessereP=V3(r+D),edi? = y.(r— i>). 

PROPOSIZIONE VII. 

PRINCIPIO. 

166. La grandezza , cbe serbi air /iltra G la ra* 
gione dì msid Uj dovrà esprimersi per — , qua- 
lunque siano le tre grandezze G, m^ riy cioè note , 
o ignote , semplici , o composte, razionali , o irra- 
zionali ec. 

DiM. È manifesto essere — :G :: — : ì ::m: n.Dun- 

n n 

que la quarta proporzionale dopo le ire n , m, G sarà espres-^ 

mG 
sa per 

n 

167. Goa. 1. Seilali AB, BG, AG [fig.4.] del triangolo 
ABG dato di specie sien proporzionali alle Ire grandezze r^n, 

VI y el primo di essi , cioè AB , si chiami x , sarà BC = — 

ed AC = — . 

r 

168. Cor. 2. Ma se il delio triangolo ABC sia rettangolo 
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in C, la grandezza r dùYtk uguagliare y(fn^+n*)(Vf .£/•/«)' 
Dunque sarà in tal caso la 



£ questo tuoI praticarsi per la riduzione de' calcoli . 

169. Con. 3. La ragione del raggio di un cerchio alla 
periferia suol esprimersi per quella di 1 : ir . Dunque , 
dicasi X tal raggio , sark raa la sua periferia . E 1' aja di 
te sarà '/i irx* * <• 

170. Con, il. La terza proporzionale io ordine alle d«e 



n' 



rette m ed n è — • La media tra esse i \^ m n . E la quarta 



proporzionale dopo le tre m, n^r doYrh essere — . 



PROPOSIZIONE VIU. 

f aiNGipiQ* 

« 

1 7 1 «Se 7^ dinoti ud tutto , che abbia le grandez- 
ze JST , e ir per sue dimensioni^ talché sia T=KHj 

T T 

sarà vicende volmente jfii =:: -^ ^ ed ff^j^j qualaa- 

que sìeno le tre grandezze Ty K^H^. 

Du. Queste Terita han bisogno di applicazione, e non di 
esser dimostrate ; e quindi 

1. L'aja di un paraUelogrammo si saluta dalla di lui base 
neir altezza. Dunque ciascuna di queste due rette sarà quan-> 
to r aja di tal parallelogrammo divisa per T adtra retta. 



^ Vedi la Mimra del eenkio , nel voi. IL del Cf>no g$om9tricon 
^ dot semplici , complesse , note , ignote , 
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H. Inoltre r aja di un triangolo ottieoti moltiplicando la 
inetk della base per 1' altezza , o la metà dell' altezza per la 
baie • Dunque una di queste due rette , cioè V altezza , o la 
base del triangolo , sarti ugnale alla doppia aja del triangolo 
divisa per Y altra retta. 

3.E quindi se x dinoti il raggio della base di un eono ret- 
lo , il cui lato sia^ ; sarti '/» rx* la base di detto cono *, ed 
Va ^xy la di lui superficie * 

4. Inoltre la solidità di un prisma ^ e ciò ancora di un ci- 
lindro j ottiensi moltiplicando la base per V altezza. Dunque 
la di lui base sarà uguale alla solidità divisa per V altezza : 
e quest'altezza pareggerà 1' aja di tal solido divisa per la ba* 
se • Siccbè chiamando x il raggio della base di un cilindro , 
e 2 la di lui altezza , sarà ^J%icx*z la solidità del cilindro • E 
^xz sarebbe la superficie , s' ei fosse retto* 

5. Di pia ogni piramide si misura dalla base per tu terzo 
deir altezza . Dunque cotest' altezza sarebbe uguale alla tri- 
pla solidità della piramide divisa per la base : e la base e- 
aprimerebbesi per lo triplo della solidità diviso per l'altezza. 

6. E se chiamisi x il raggio della base di un qualunque co- 
no 9 che abbia v per altezza , sarti '/S «x'ti la solidità di que* 
sta figura . E da quella ciascuna delle sue dimensioni potrà 
raccoru per lo principio precedente * 

T.Finalmente se x dinoti il raggio di una sfera; sarà y^ira* 
\ aja di un suo cerchio massimo ; %cx^- ne sarà il suo qua- 
druplo , cioè la superficie sferica ; e la solidità di questa sfe- 
ra dovrii poi dinotarsi per ys «ro?'. 

172.Com.Questo principio può anche alle grandezze mec« 
caniche applicarsi in convenevol modo ? • 

* Vegg. i ffomni ili AsrthvtMie nel voUI» dd Cotto geomdrieo^ 
7 Così se per f sì esprìma lo spazio di un corpo mosso equabilmente, 
per I il tempo , in che questo si percorre , e per « la costante velocità 

di tal molMle ; sarà I =2 tv, v=: — , e 1= —.E cosi in altre teorie 
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PROPOSIZIONE II. 

PRINCIPIO. 

1 7 3. Dato un qualunque angolo del triangolo ABC 
[^g^.5.], ciascuno de' di lui lati può esprimersi per 
gli altri. 

Dm. Intendasi dato 1' angolo A del triangolo ABC , ed 
ci esprìmasi per A • E si chiamino ayb^cì lati , che in tal 
(ignra sottendano gli angoli A, B, C rispettivamente ; sarà AC 
ad AD , come il raggio trigonometrico , eh' è 1 , al coseno 
deir angolo A . Cioè 1 : cos. A :: & : AD ( n.39. Kò, I. ), e 
quindi AD =:Axcos.A . Ed essendo CB* = AC* + AB" — 
2BA.AD (iS.EUL) ; sarà ne' loro simboli a' = b* + e* — 
2 bc. cos.A . E quindi date due delle tre grandezze ay6,c 
può darsi la rimanente , pnrchè sappiasi l' angolo A . £ Io 
stesso può dirsi per gli altri angoli *. 

174. Cor. Da qnesta utilissima, e generale verità di Geo- 
metria può trarsi il teorema pitagorico \ cioè se r dinoti Ti* 
potennsa di un triangolo rettangolo , i cui cateti sieno m y 
ed n , sarà r=V(»»' + n*) ; e Ticendevolmente m = 
V(r' — n' ) , ed n = y (r' — wi*), qualunque sieno le r^m^n» 

175. ScoL. Il dottissimo sig. Monge ha in un'altra gnisa 
unÌTersàlizzato questo teorema pitagorico; cioè: In ognipira" 
Wide triedra^ di cui V angolo verticale sia composto da tre an^ 
goli retti^ il quadrato della base è ugu aie d quadrati degU al-' 
tri tre triangoli.Onde Y espressione di ciascun di questi qoat^ 
tro triangoli potrebbesi formare per gli altri tre ' . 

• Se pongasi AB =: a, AG =:a?, e V angolo A= <p ; sarà BC* = «• 
4" X* — 2ax cos.f • E questo trinomio di tanto uso nell' analisi subli- 
me riconosce la sua origine dai lib. IL dogli Elementi. 

' Si dovrobbe rettificare 1* esposto teorema con dire : il quainao 
deUa dimensim della base è ìtguaU ee. (La dimostrazione si troverà net" 
U Wote alla iloif hi Tr igonom^tria j « 
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PROPOSIZIONE X. 



l»RlNGiriO. 



176. Se il punto Ignoto di un geometrico proMe* 
ma stia nella retta ED [fig.&.ii. 1 .] data di posizio-* 
ne rispetto a* punti A, B, ec.^ saranno ignote so* 
eie, e di £sicilissima espressione le rette, che da quel 
punto a questi si conducono. 

E tali saran pure quelle altre rette , che da tal 
pu nto ignoto si distendano con date inclinazioni su 
rette date di sito fra loro , e colla ED ifig^^.n.iJ]. 

DiH. Part. 1. Sia C [flg-n.i. ] quel punto ignoto della 
retta ED, e su di essa da' punti À^ B si abbassino le perpen- 
dicolari AD, BE . Saran date di grandezza le rette AD, 6E, 
DE, Onde potrà porsi AD = a, BE = b {nJI. e 69. ), DJ! 
==: Cy DC == x, e quindi CE = e — j: . E saran poi AC = 
V(«' + «•) , e BC = V (*• + e' — 2cx + X') {47. ELI). 
. E così potrebbonsi esprimere le altre rette condotte da al- 
tri punti dati allo stesso punto C ignoto. 

Part. 2. Sia B il punto ignoto della retta ED \fig.n.2.'\^ 
e per esso distendasi con dato sito la BRS in mezzo alle ret- 
te date FT , AR, GS. Saran date di grandezza le intercette 
FA , AC . Onde potrà porsi AF = a , AG = i, AB =: a; , e 
quindi FB = a -f- <2*> e BG =3 h — x. Ed essendo dato di spe- 
cie il triangolo ABR , potrà dinotarsi per m : n la ragione di 

AB a BR . Sicchi^ssendo m : n :: a; : BR , sarìi BR = — 

m 

Similoeaie si dinoti per m : r la data ragione di BF a BT ; 

T 

sarà pnre m\T'.\ a '{-x i BT, e BT= — (à^a:). E dise- 
lli 

gnando per ut : 1 1a data ragione di BG a BS ; sarà m : t 
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t 



::& — d::BS,eBS:^— (& — x). Che senellareUa BR 

m 
prendasi la parte yariabile BP sz^ , e da P sotto dati an^ 
goli conducansi le PH , PK , PL sulle date RH , TK ^ SL , 



aaraano 



PR^aPB +BR=iy+ - 

PT = PB + BT=j.+ ^(a + ^) 

t 



PS = PB + BS = y + — a — x). 

E per esserne di data specie i triangoli PHR^PKT^PLS pdfail 
raccorsi l'espressioni delle PH^PK^ PL» E quindi facii mena- 
te potrà risolversi il problema delle quattro rette escogitato 
da' geometri antichi*, risoluto analiticamente dal Cartesio, e 
dal Newton colVanalisi geometrica ^ e con metodo puraaien* 
te sintetico **. 

177. ScoL. Dunque non fu colpo di genio ^ o d' ingegno 
del gran Renaio delle Carle V aver analiticamente risoluto il 
|ffoblema antichissimo sulle quattro rette \ ma fu consegoen* 
za deir innesto , eh' ei seppe fare de' simboli analitici alle 
geometriche grandezze » £ sq di ciò panni ^ che piii lauda 
meritasse il geometra inglése , che con principj sintetici ^ e 
con questi stessi de' geometri vetusti si fidò di sciorre , e 
giusta il lor desìo no si difàcile problema 



*** 



* Vedi Pappo nella prefazione al lib. VIL delle sue UattmtUidi^ eoi* 
tèxionù 

** Prinóifi Matematici , lem. IT , 18 , 19. ^ 

*** Si legga iul propoiito ciò cKen* è detto dal tergala nel Traltafai 
analitico de* Luoghi Solidi , dallo Scorza nella ma Difittazione evita 
Geometria analitica degli antichi , e da noi nella dissertazione delT A** 
natisi antica » e delle opere che ne trattavano» net vai J . degli Opuscott 
matematici • eke escirà alla lue e dopo il pre$enH trattalo • 
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PROPOSIZIONE XI. 



PRODLEMA. 



178. Data la natura della curva CMQ [fg. 7.], 
e'I suo sito rispetto al punto R , esprimere i valori 
delle RM , RQ incidenti da questo punto su quel- 
la linea , e della corda MQ. 

Sol. Dal punto dato R si meni la RP parallela alla OK as- 
se della data curva ; e dal punto A si abbassi sulla qualun- 
que segante RQ , tirata per R , la perpendicolare ÀT . Ed 
ordinate le rette MD , QK , si faccia RÀ = a , GO == e y 
GR=& , RT=t;, edRM = z. Sarà AT = V(a* — t^" )• 
Ed essendo simili i triangoli RTA, RNM; e quindi RA : RT 

:: RM : RN , cioè a : v :: 2 : RN , sarà RN = — . E per 

esser poi RA : AT : : RM : MN, cioè a : \J{a^ — v') : : z : MN, 

sarà MN = — V( «' — «'')• I^^nq^e doYrìi esser la MD = MN 



z 
a 

z ,. ^ .V , ^^ «^, ^^ vz 



+ ND = e + — \IU—v'\ ed OD=:RN— RG = — — b . 

Inoltre sia OD = x , DM =zy , e Y equazione caratteristica 
della curva CMQ riferita alle coordinate OD , DM sia 

A + Bx+Cy + Dx* + £/' + ce = e? . 

Ed ecco il metodo della cercata soluzione • 

1 .In quest'equazione caratteristica pongasi pero: la— — £, 

e per y \ espressione e + — \/( a* — v') . 

2. Si ordini quest' equazione rispetto all' ignota z , che , 

come ne appare , è dello stesso grado dell'equazione ca ratte- 

ristica della data curva. 

3.E poi sì prendano le radici deir anzidetta equazione, o 

6 
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i Talori della z . Esse dovran dinotare le iocidenli RM , ed 
RQ ; e la loro differenza n' espritncrà la corda MQ. 

Din. La medesima equazione coli' ignota z sarebbesì col- 
lo stesso processo t)itenuta , ptotiendo la KQ rz z • Danque 
le sue radici doviran dinotare i yalort delle incidenti EM , 
RQ , €c. E k k)ro differenza nt darà le corde . 

179. CoK. Se il rettangolo delle incidenti RM, RQ sia da- 
to ( Còme «YY^ne nel cerdiio , ed in certe altre curYC esco- 
gitate daGio.BemoulU) ponendo un tal rettangolo =:A% e Tia* 

h* h* 
cidente RM = z : sarà l'altra RQ c= — ^ ^ la M0= z. 

z z 

180. ScoL. 1 . Alcuni recenti analisti sogliono esprimer le 
t*ette , che framìnezzano certe linee date, col maneggiarne le 
lequazifoni caratteristicbe di queste. Il qual metodo Y è talora 
assai retto y ed ingegnoso . Ma altre Yolte egli è assai scabro 
e' gioYani, ed a' risultati ne mette assai complessi^ e difCcili 
<a costruirsi • Mi par dunque ragione Yole , che in questi ca* 
si la brcYtià della soluzione , e T eleganza del risultamento , 
che potrebbesi co' metodi antichi ottenere , non si debbano 
sagrificare «Ila noYiià del detto metodo , e per omaggio del- 
l' inYcntore *>. 

181. Scoi.. 2.Conducendo all'ignoto punto M [fig.S.J della 
data curYa AMD la tangente MR ^ e la normale MQ ; come 
doYran queste esprimersi per l'ascissa AN loro corrisponden- 

* Untai iMoié , del ^uale anche il Ftrgcla in seguito si valse talvol^ 
ta oppotiunamente , nelU sue Secioni coniche analitiche » puMieate la 
prima voUa sette anni dopo , eh* egli scriveva il presente trattato , ha da 
guest* tpoea ricevìUi grandi miglioramtnii , per opera di ttUuni indefeui 
coltivatori di esso, da renderle assai piik trattabile. E noi non manchere- 
mo dar di esso una bastevol conoscenza , epiià appresso nel presente Zt- 
brOf e iKUa Geometrìa analitica di sito, illustrando con opportuni esempi 
i vantaggi^ ed i difetti del medesimo , posto sempre a confronto del Carte- 
siano da cui i derivato : come vedesi ancor fatto nelle Memorie , che fan 
seguito al programma da noi proposto nel 1836 » e pubblicate per le 
Uampe nel 1839. 
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te, e come conTerrà benanche esprimerne la soitangente NR ^ 
e la NQ sunnormale 7 Col metodo Cartesiano, eh' è alquanlo 
affine a quello del proposto problema , pnò ottenersi Tinten- 
to * • E con applicarvi il calcolo differenziale più spedita- 
mente ricavansi le cercate espressioni '^ . 

PROPOSIZIONE XII. 

PftlNClMO. 

1 83 »Se il nesso di due ignote di un geometrico pro«- 
hlema sembri nascer da una loro corrispondenza dt 
sito y ove non traluce alcun rapporto tra le quan- 
tità loro ^ colesta indagine dovrà sperarsi dall' acu- 
me, e dalla meditazione dell' analista.Ed a ciò par- 
mi esser destinati ì porismi de'geometri antichi , e 
le equazioni locali de' moderni. 

RiscH.Qneste cose, che ho qui solamente indicate , saran 
pòi snfficientemente ehiarite da' porismi, dalla risotazione de* 
problemi di sito , da' luoghi geometrici , e da altri argomen* 
ti affini . Intanto un nuovo genere d' ignote socie offrési in 
Un problema geometrico , allorché ei sia stato analiticamente 
risoluto ; e son le diverse radici reali dell' equazione finale , 
che ne fissano i determinanti de' diversi casi di esso proble- 
ma . E per intenderle adeguatamente convien risalire a' prin- 
cipj delle analitiche risoluzioni , ed a vantaggi , che dalla 
scienza del quanto vi si ritrae. 



* Dieib fofranno «edem isempj nd trattato analitico delle Sezioni 
Coniche del Feryola. E $e ne potraimo ano^ rilevare , per le tteue eur* 
ve, d«£ diverti trattati moderni di Geometrìa analitica . 

'^ Qui si procede d ff^reoziando l'equazione alla data curva , e poi 
prendendo il rapporto de* diflerenziali dell* ascissa , e deli^ ordinata . 
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CAPITOLO 111. 



• I 



i>ELLE CON-DIZIOM OC' VEOBI.EllI« 



183. Il quesito di uti geotoietrico problèma offre ali* anali- 
sta un gìHippo di grandezze ignote , che , come si è detto 
x\m sopra (155) , son connesse fra loro , e per esser discen- 
denti da uu medesimo punto , eh' è ignoto al par di esse , e 
per esserne ad un ìnedesimo subiettò inerenti . Ma ne' pro- 
blemi puramente analitici , e negli aritmetici , ed in alcuni 
geometrici osservansi grandezze ignote , che sono affatto di- 
stinte in fra loro , e che tì si rendon connesse per le condi- 
zioni apposte . Dunque per compiere cotesta teoria sarà di- 
ccTol cosa , eh' io yi parli delle condizioni de' problemi . 

iS4.Déf, Vili. Per condizione di un problema 

iDtendesi un rapporto espUcìto , o implicito y che 

propongasi tra le ignote di esso , e le grandezze 

xiote « 

185. AvT^ St l'uno ) che 1' altro di questi due rapporti 
può essere algebrico , o trascendente ( 1 B2 ) , proposto in a- 
nalogia , o tradotto in equazione. E , per dare qualche chia- 
rimento air addotta definizione, immaginatevi, che si propo- 
nesse a ritrovare un punto della circonferenza di un ceìvAioy 
il t/uale distasse per una retta data da un dato diametro di 
e$so'\ Una tal condizione, come ben si vede, consiste nell' e- 
qualità di quella distanza , e di questa data retta ; ed è poi 
esplicito , o intuitivo cotesto semplicissimo rapporto . Ma se 
vogliasi tirare una retta,che insieme tocchi i due cerchi CBi\, 
ehr [figS-] dati di sito, e di grandezza , cotest' altra 
condizione contiene un implicito , o latente rapporto , cioè, 

' ^ La qual retta dee esser non maggiore del raggio . 



Bclt! iiwenziona gòomcLnca* 85 

€hé la disianza de loro centri debba serbare una ragion data 
alia disianza diuno di essi centri dal concorso A di detta tanr 
genie y e della Gc, che unisce tai centri. InfaUi tirate a conlat- 
ti. R , ed r i saggi CR , cr , sarà , per la similitudÌDe deUri- 
angoli CRA, crA , CA : cK :; CR : cr ; e coaverteniio CA, 
Ce :: GR : CR— cr". 

i86. I)ef. rx. Dae condizioni sì potrae chiama- 
le identiche ySe malgrado le diverse loro enunciazio^ 
ni r una si determini per V altra. Ed esse si diran*- 
no disperse* > se l' una non. può nascere da H' altra. 

187. Àvv. Cosi tant'è dire , che ^ia dato l'angolo vci;r- 
ticale di un triangolo, quanto che vi si dia la ragion dellaja 
di tal figura al rettangolo de' lati , che contengon quel T an< 
£olo (^iii. L ) i o che stu dato di specie quel tmangolo ^ 
eh' emerge elevando ovunque una perpendicolace ad un di 
que' due lati ( 23. L ) • Ma il rapporto de due lati di im 
triangolo , la loro sonjmta , la loro diffetrnza , il loro sito , ij 
rettangolo di essi ,, ce. saranoo altrettanta copdi;&loni fira lor 
diverse . 

i88« Def. x*. Una condizione dicesi sncaria di 
un^ altra y se a q^uesta quella può sostituirsi. 

189. Cor. Se vi sieno piìi condizioni identiche fra loro , 
ciascuna di esse sarà vicaria di cia3cun' altra. 

1 90. ScoL.PeriDezzo di queste condizioni vicarie un i^tesr 
so problema può tranformarsi in molti altri , che sebbene 
pajan diversi fra loro , e da queHo ;. pumondimeno essi non. 
sono , che una stessa cosa . Or cotesta moltiplice trasforma- 
zipne di un n^edcsimo problema è uno de' più nobiliripieghi, 



" Iq quiest<^,siriluppo di ragipni n è rapportala la soluzione di que*- 
6to problema sciolto nollo stesso modo da Pappo ( detezioni Matem. 
frop.USlib. VII,) . 

* Veggasi eziandio H hmma al. n. 167. del nostro trattato della Geo- 
Ihetrìa di silo • 
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che r Analisi geometrica sa ritrovare : ed ella iasiem ne mo- 
stra la più semplice , ed elegante forma, sotto la quale con- 
"verrà risolverlo . Io nel terzo libro , e nello scioglimento de* 
problemi sulle Tazioni * vi comenterò col fiitto la necessiti 
delle vicarie condizioni . 

PROPOSIZIONE XIII. 

PRINCIPIO. 

191 • Allorché impongasi una qualunque condì* 
zione a due ignote principali y queste diventan eoa- 
nesse fra di loro. 

Din. La detta condizione fa che V un' ignota sia determi- 
nabile per r altra , o che 1' una diventi una funzione dellal- 
tra '^ . Dunque coteste due ignote per la condizione, che loro 
impongasi , diventan copnesse fra di loro (156). 



* Qutsto argomento , com è ttato g,à indicato nella prefazione al pre- 
genie trattato ( noi, nJ5 ) non vi verrà da noi compreso , come l'avtore 
aveva stcMlito, avendone formato, ihsieme alt altro analogo de* Contatti 
sferici , e ad altri problemi affini, espressamente un volume degli Opu- 
scoli matematici ( il III. giusta il prospetto di pulAlieazione per essi) . 
Intanto chi volesse da ora riscontrarlo tal quale il compose il Pergola . 
U trùverà ne/ voi. I. degli Atti della nostra R. A. delle Scienze . 

* * Cioè , come si è detto altrove (159) , un' espressione qualunque » 
e comunque composta da detta Jguota , e da gruudezzo note • 
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PROPOSIZIONE XIV- 

PRINCIPIO. 

193 .Se UR problema abbia tante ignote principa- 
li ) cenante sianvi le condizioni proposte '^ ^ ciascu- 
na di dette ignote dotvrà cozUeniere un valore deler- 
minato. 

DiM. Cas. t. Supponete- Msermia sola \ ignota prìncipa'- 
le di un problema , ed una benanche la< condizione ivi propo- 
sta . Si conoscerà a priori dover quella contenere un certo 
valore determinato ; o che \ arte dell'' analista saprà poi ri- 
levamelo , o che a far questaella- non valga in alcun modo . 

Cab. 2. Immaginatevi esser due le ignote principali di un 
problema espresse per :ir , ed^ , e due puranche le condizio- 
ni di esso , e che queste si dinotine per A , e B . Sarà chia- 
ro (1 84) y che la condizione À debba render determinata una. 
di quelle due ignote per esempi^vlao; , o che almen.la debba 
render connessa con 1' altra jr > sipchè questa ne diventi nn» 
certa funzione della prima x. In tutti e due questi casi si ri- 
durrà il problema ad avere la sola condizione B , ed una sola 
ignota . Dunque in virtù del casa precedente T ignota x dovrà 
avere un valore determinato ; ed un altro benanche dctermir 
nato dovrà competere alF ignota y , che si. è detto- essere 
funzione della x* 

Cas. 3. La stessa.dimostrasione^può distendersi nel caso y 
che le ignote di. un problema, sien più di due , ed altretlan<* 
te le condizioni di esso. 

193. Avv. Quando diciamo esser determinato il valore di. 
un' ignota , nou dovete iniì^^riroe , eh! ei sia un solo . Impc- 



"4 Qui s* intende , che dobban esser diverse tali condizioni , e non 
già identiche» 
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Tocche dalle teorìe algebriche apprendeste esser tante di 
numero le radici di un' equazione , quante le unita àA di 
lei grado . E pia giù '^ rileverete , che un problema geome- 
trico possa aver piii punti , ciascun de quali al suo quesito 
sia soddisfacente . 

ig4. Def. XI. un problema dicesi determinato y 
se le sue principali ignote vi debbano avere valori 
determinati • 

jqS. Def. XII. Ed un altro problema si dirà m- 
determinato y se ciascuna delle sue ignote principa- 
li sia suscettiva d' infiniti valori , e tra lor diversi. 

1 96. ScoL. Immaginatevi; che : dagK estrend A^B [flg'iO.'\ 
dell'arto circolare ACB si volessero inflettere le due rette AC^ 
BC ad un terzo punto di esso , talché sieno nella data ragio- 
ne di m ad n: un tal problema sarìi determinato *^, essendo- 

'* Nel rischiaramento della prop. 16. 

' * Imperocché , se le ìocltnate da* dati punti A , B ad un altro punto 
H deir arco ACB fosser benanche come m ad n , sarebbe AH : HB 
:: AC : CB , e permutando AH : AC :: HB : CB . Lo che ripugna alla 
14. del V. degli Et. Ma come potrà risolversi un tal problema ? Ecco- 
ne sulle vestigia di Pappa la soluzione. 

La ragion data di m ad n esprimasi per quella delta retta PQ all'altra 
BS : e presa la TQ terza proporzionale dopo le due rette PQ-, RS , si 
prolunghi AB in F, talché BF sia quarta proporzionale dopo le tre PT» 
TQ , AB. Dal punto F si meni all' arco BCA la tangente FC. Sarà G il 
punto richiesto • 

DiM. Essendo , per costruzione ,. PT : TQ :: AB : BF ^ sarà compo- 
nendo PQ : QT :: AF : FB . Ma i due triangoli FCA, FBC sono equian- 
goli , avendo di comune 1* angolo F , e l' angolo CAB uguale a BCF, 
per la 32 Et. III. Dunque sarà AF : FC :: FC : FB , e la ragione di 
AF : FB duplicata di quella di AF : FC» per la defJOJUt. F. Ed è poi . 
per la sùnilitudiue de medesimi triangoli FCA, FBC, la ragione di AF: 
FG uguale a quella di AC : CB . Dunque sarà pure la ragione di AF : 
FB duplicata di quella di AC : CB . Ed essendo AF ad FB , come PQ 
a QT , e questa ragione anche duplicata di quella di PQ ad BS» daf.lO 
Et. K. saràAC:CB::PQ:RS. 
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TI mi solo punto nelF arco ÀCB, ed un altro nel sno supple- 
mento À£B soddisfacenti al quesito . Ma se : il rettangolo 
delle inclinate AC , BC dovesse serbare una ragion data , 
cioè di m €kI n^ al triangolo ACB , di qual natura sarà que* 
st' altro problema ? Se la ragione di m ad n sìa quanto quel ^ 
la del raggio alla meta del seno dell'angolo fatto nel segmen- 
to ACB , il detto problema sarà indeterminato : poiché ogni 
punto deir arco ACB , e dell' altro AEB sarebbevi soddisfa- 
cente * . £ se la proposta ragione di m ad n sia difersa dal- 
l' anzidetta , un tal problema sarà impossibile. 

PROPOSIZIONE XV- 

PAUfCIPlO- 

1 97 • Un problema determioato dee avere tante 
ignote principali^ quante sono le diverse '^ condizio- 
ni y cbe vi si propongono. 

Ed un problema sarà indeternnnato^ se vi sieno 
più ignote principali^che condizioni tra lor diverse. 

BiH. Questo prìneipio è una conseguenza del precedente; 
e del le due addotte definizioni , onde non si esige ^ ebe qnl 
il dimostriamo formalmente. 

" Imperoechi ayeita prùperzione ha luogo in ogni triangolo , come 
una proprieià^esso . Di fatto abbassando da A[ figJO.a. ] su di BC 
ta perpenJtcolart AK , Vajadd triangoto ACB risultando uguale a 
BCX V:aAE, starà ACx CB ali: aja det tHangolo ACB :: AC : V-mAK 
:: 1 : 7a »««• ACK , o ACB ( Tngonom.cor.l.der.l.l.j . E pero s in- 
tende ancora, che net caso della ragione dim : n diversa daU* anzidetta, 
il problema sia impossibile, 

*'* Più condizioni , che non sien diverse , ma X una determinabile per 
r altra , deggionsi avere per una sola : e 'I problema , che abbia tante 
ignote , quante le coniizioni non diverse tra loro » sarà iudeterminato. 



90 DcW invenzione geometrica. 

198. ScoL. I.NoD convien confoDdere le condizioni di un 
problema colle grandezze noie , che in esso si ritroYino . 
Dunque l' è difettoso quel criterio proposto da alcuni geo- 
metri moderni, che un problema debba dirsi determinalo, in-- 
detetTninato , o più che determinato , secondochè U numero 
delle grandezze note pareggi , manchi , o ecceda quello delle 
ignote . Imperocché s' io proponessi a ritrovare una retta , il 
cui quadrato adequasse i quadrati di dieci rette date, di cen- 
to , di mille , ec. , un tal problema sarà determinato , tut- 
* tochè una sìa la grandezza igEota, e moltissime le note gran- 
dezze . £ lo stesso potrete Voi raccorre a posteriori da 
tanti altri esempli , siccome l' intendeste a priori per la se- 
conda definizione del presente capo • E sebbene i geometri 
antichi avesser detto più saggiamente , che un problema sia 
solubile y di/icienie , o eccedente^ cioè determinato , indetermi- 
ìiaio , o piuschè determinato , secondochè abbia le giuste 
condizioni ad esser risoluto y o ne abbia di meno , o di più ; 
pure doveasi da essi chiaramente esporre cotesta conveneTÓ- 
lezza , che qui si è fissata nelle condizioni di numero uguali 
alla ignote. 

199.ScoL.ii.I principj di già esposti appartengonsi a tulti 
ì generi de' problemi : ma quelli , che seguono y convengonsi 
a' problemi geometrici solamente '*. 



'* Se prescrivasi qualche restrizione , o qualche limitazione a*Ta- 
lori di un' ignota di un problema indeterminalo , ei suol chiamarsi se- 
widetenninaio : polendo ella avere un solo valor determinato , o due » 
Ire , quattro , ec. Queste restrizioni soglion esser le seguenti , cioè , 
che i valori delle ignote sieno interi , jwsiliri , razionati, te. Ed i più 
facili di questi problemi soglion contenersi nella seguente espressione 
nix -^^ iiìjz=ia^ 
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PROPOSIZIONE XVL 

*" PRINCIPIO. 

3 CO. La soluzione di uo problema geometrico de* 
terminato dee somministrare nno^ o più punti y eia* 
scun de' quali sia soddisfacente alle condizioni di 
esso • 

DiM.Ogni problema geometrico deiermiuato , o propone a 
ritroYare un punlo soddisfacente alle sue condizioni , o al- 
l' indagine di un tal punto ei si riduce (152). Ma V effettiva 
soluzione , che si reca ad esso problema , o eh' ella si prati- 
chi coir analisi degli antichi geometri , o co'metodi algebrici 
de' moderni , necessariamente dee somministrare un sol pun- 
to , o pur due , tre , ec. di cotesti punii soddisfacenti ; e ciò 
secondo il numero delle radici reali dell' equazioni del pro- 
blema * . Dunque sarà vero il presente principio d' inven- 
zione . 

201. Riscn. Per la chiara intelligenza di quest' utilissimo 
principio gioverà por mente ai tre seguenti problemi, di cui 
qui reco solamente i temi , e nel libro III. li risolvo. 

1. Nel dato triangolo ABC [ flg.ii. ] vuol condursi la 
retta US parallela al lato BC^ talché ella sia uguale alla sua 
distanza ED da esso lato. 

Dair enunciazione di questo problema ben si comprende , 
eh' ei sia sempre possibile, e che si riduca a ritrovare neU 
la perpendicolare AD un solo punto soddisfacente al suo que- 
sito , cioè un punto E , sicché la ED pareggi la HI paralle- 
la al lato BC. 

2. Ma se il rettangolo di quella parallela III \^ fig.i2. ], e 



* Si potrà riscontrare sut proposito f ultimo capo del libJV. della no" 
stra Anoiùi algebrica elementare # 



Qt 



DelC invenzione (jconuilricà,> 



della sua distanza ED dal lato BC debba esser dolo , (fuà 
cose vi dovrem raecorre. 

Se r aja di tal rettangolo sia maggiore del massimo ret- 
tangolo iscrittibile nel triangolo ABC , il problema sarà im- 
possibile . È se queir aja sia minore di questa massima ret- 
tangolo y due ponti nel perpendicolo AD. saran SQddb&ceoti 
al quesito , come nel seguente modo si dimostra • Si prenda 
Ac uguale a DE, e per e si conduca la hi parallela aBC.Sa- 
ra, per la i.El.VJ, DExHI : DExAE :: HI : AE :: BC: 
AD. E sarà, per la medesima ragione, De X ^^ : Be X A^ •• ^' 
: Ae :: BC : AD.DunquesaràDExHI:DExAE :: DeX^ 
: De X Ae, e quindi DE X HI uguale a De X hi. Cioè a dire, 
se il rettangolo di DE in HI sia quel che si cerca , anche T 
altro di De in hi vi sarà soddisfacente ; ed i punti £ , ede 
saran del pari soddisfacenti al quesito. 

3. Finalmente dato il punto A [ fig-iS."] nella circor^ercn- 
za ABR, si vuol ritrovare utl altro punto R in, detta cireonf^ 
renza y siccìiè congiunta la corda AR , la sua parte RC , ck 
resta fra la circonferenza e Hdato diametro B'D y doè laRC^ 
sia uguale al raggio CD. 

In questo problema \ì deggioup essere quattro puoti sod- 
disfacenti al quesito , due nel semicerehio superiore BARICI 
cioè i due punti R , ed R', e gli altri due r , ed r' nell' in- 
feriore BrD . Ed a questo problema si riduce, come fedina' 
si nel libro III , la triscùone di un angolo *. 



* figgasi anche U §. 148 del TraiUto anaUtico de Luoghi solidi 
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PROPOSIZIONE XVII. 



PRINCIPIO. 



5D2. Un problema geometrico , che abbia una 
condizione di meno delle sue principali ignote, dee 
essere indeterminato. Ed infiniti punti situati in u- 
iKi linea retta, o in una curva saranno soddisfacenti 
alle sue condizioni. 

Din. La prima parte di qnedto principio è una conseguen^ 
7a delle precedenti cose ; e per la seconda eccone una bre- 
vissima dimostrazione • I punti soddisfacenti a questo pro- 
blema sono infiniti , e posti Funo d' appresso alV altro su JH 
un piano. Dunque la loro serie dovrà trovarsi in una linea , 
siasi questa una retta , o una curva. 

303.C0R.I . Questa linea dee avere per una delle sue pro- 
prietà il quesito dcJ proposto problema • Onde potrà questo 
cangiarsi in teorema. 

204. CoA. 2. Se un problema geometrico racchiuda due 
condizioni di meno delle sue principali ignote , dovrìi esser 
benanche indeterminato . E gì' infiniti punti ad esso soddi- 
sfacenti staranno allogati in una superficie piana , o curva . 

205.KiscH.Se vogliasi un punto X nello spazio,che abbia 
date distanze dai tre punti dati A , B , C ; quel punto sarà 
legittimamente per queste tre condizioni determinato *. To- 
glietene due di quelle tre condizioni : cioè propongasi a ri- 



* EsÈo iarà uno di gue' due punii ne* quali $* int enegano le tre super^ 
fide sferiche de* eentri Ay B, C, e de* raggi le rispettiate tre date distane 
ze .E se una scia di tali condizioni si tolga , cioè , che sia data la di- 
stanza ^ eh* esso setòa da due soli punti dali.vi soddisferà la circonferen- 
za del cerchio in cui intersegansi le due superficie sferiche de* centri i 
punti dati , e de raggi le distanze date . Vedi la nostra Geometria di 
Sito . 
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troyare il prnilo X , che abbia una data distanza dal solo 
punto C : ei dovrà rìtroYarsi nella superficie sferica, che ha. 
per centro il punto C , e per raggio la detta distanza. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

PRINCIPIO. 

noS. Se da un problema geometrico determinato 
or si tolga una sua condizione , ed ora un' altra ^ 
dovranno emergerne due problemi indeterminati ad 
esso equivalenti • E combinando le locali di questi 
due problemi indeterminati potrà risolversi quel 
problema determinato , se l' eleganza y e la sempli- 
cità del metodo noi divieti * • 

DiM. Queste verità , che discendono dalle precedenti, haa 
bisogno di essere illustrate dagli esempli. 

^ EsjsKPtoh 

207. Sulla data retta AB [ fig.i4. ]| vuol costruirsi un tri^ 
angolo , di ad sia data sì t c^a , che t angolo verticale. 

Per la prima condizione , il vertice del triangolo richiesta 
dovrà esser nella LR parallela ad AB, ed in una data distan- 
za da essa ( 39. EL I. ) • E^per V altra condizione ei dovrà 
ritrovarsi in un segmento di cerchio , che abbia la AB per 
corda , e comprenda queir angolo dato ( 2Ì.EIJ1L ) , cioè 
nellarco circolare ÀRB descritto colle dette condizioni. Dun- 



* Su questo principio e fondata tutta V unalisi de* problemi geometrici 
eoi metodo analUico puro , detto a coordinate ; ed a questo principal- 
mente mira F avvertimento in fine di esto. 
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que il Yerlice del triangolo addimandato sarii tanlo il ponto 
R , che r altro r , ove la LR tagli X arco ARB . 

Esempio IL 

208. Sulla data rtUa AB [ figi^. ] dcai descrivere un, 
iriangoloy che abbia un dato angolo R verticale^ e che sia da^ 
ta la somma de laiiy che il contengano ^ cioè tal somma sia w 
guale alla retta F* 

Per la prima coadizione di questo problema, il Tertice del 
proposto triangolo dee ritrovarsi nelF arco ARB del segmen^ 
to circolare ArRB , che abbia per base la data AB , e com- 
prenda un angolo uguale al dato X. Per la seconda condizio- 
ne il medesimo verlice dovrebbe stare nel perìmetro di quel- 
la ellisse , che abbia i punti A , B per suoi fuochi , e per 
asse maggiore una retta uguale a Y ( 29JLSez.Con. ). Dun- 
que descrìvendo un' ellisse, che abbia per fuochi i dati pun- 
ti A , e B , e per asse la data Y , questa dovrìi segnare nel- 
r arco ARB, se pur sia possibile un tal problema '', un pun- 
to R , che sarebbe il desiato vertice del triangolo . 

Ma questo problema , che di sua natura è piano , dee es- 
ser risoluto drcino et regula. Dunque dovrìi stimarsi difetto- 
sa r addotta soluzione, come quella , che si serve della com- 
binazione delle curve coniche , qual si dovrebbe ne' proble- 
mi solidi praticare . Intanto eccone un' elegante , e convenien- 
te soluzione del problema • 



* 9 Talora è impossibile un tal problema , come potrà rilevarsi dal- 
r addotta soluzione sintetica , e dalla seguente analitica. 

Solusione analitica dd prMema. Pongasi la retta Y = a , la corda 

AR = dc , e quindi F altra AB = a -^ « , dovendo esser le due AR, 

<n1 RB uguali ad a • I. Inoltre dal punto A si cali AK perpendicolare a 

BR , sari dato di specie il triangolo rettangolo AKR, per esserne dato 

i' angolo acuto ARK conseguente al dato ARB . E quindi » esprimen- 



/ 
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Si dcsèrìya sulla retta AB un segmento di cerchio capien- 
te UD angolo metà del dato X , cioè il segmento ÀIB ; dal 
punto A TÌ si applichi la retta AS uguale ad V , e si unisca 
AB » Sarà il triangolo ARB il richiesto . 

Imperocché essendo 1' angolo estemo ARB del triangolo 
BRS doppio di S, sarà l' angolo RSB uguale all' altro RBS, e 
quindi BR uguale ad RS. Sicché a^iungendovi di comune la 
RA> do^rà esserne AR + RB uguale ad AS, cioè alla data Y. 



dosi petm: » ta data ragione di AR ad BK , sarà fl660 RK =^ 

IL tÌDalmante la ietta data AB si ponga uguale a e ; ed essendo per 
kl2*£f.Xi; AB' = AR'+ BB*+2BRK , sari e* ==«• +«' 

^- 2(135 + flwe Hh "-^ — (« — «). in. , che potrà ordinarsi, e co- 
Strtiiisi per le t>y vie re gole» E conYlene osservare , che ne' nuuhli lì, 
e IIL T(90£o& poste, a tìolaolo lo condizioni del problema • 



CAl»ITOLO IT* 

ktbkhdu siHTsticsB tu bi aLgcrì loDoéi okòtfEtiict. 



•a 



20d. La teorìtta db' lafoghi gbòntetrici ^ cbé parrebbe Ap- 
|>arteoere al seguente libro , ho dovuto qui per due ragióni 
itiserirla ; e perchè ella discende da* capi precedenti , é per« 
thè n' è la base di tnolti ai^olnenti di esso • intanto per ra*^ 
gion di ordiiie la dividb in due rami , T uno sintetico , che 
qui cotttempltt , eiì analitico l' altro , che né! séguentti càpd 
Mttk chiarito conyenbYolmente *. 

^lOkUtF.titulMogO getomeìHco è UiiA serie d'ia^ 
finiti punti, ciftsbuH de* qiiali è soddisfacente ad uil 
problema geometrico indeterminato* 

21 1 • Coa.Duncjue un luogo geometrico pud èssere una li- 
tiea, una superficie, ed anche liil solido ^. 

212ilScoL;Mà qtaì ini arresto à' soli luoghi alle ìideé, ed A 
t[uelle di queste , che dicbnsi del pìimo , e del séconéC ordU 
ne ) cioè rette , b currb coniche. É per la piena iiiteUigén* 
u di questo argometato gibva raìnmentarsi ciò, che si è det- 
tò nel càp. IH ^ e propriamente nella prop.lTi 

a i3«I)EF«ily«Se i punti soddisfa(xinti ad uti pro^ 
blema geometrico indeterminato costituiscano una 



* Qu$ita tXbaéia tmttaxiétU naii enéndotl trobaia iH£MSS. iti Per- 
gola • 1^ tdiiùn vi ha iupplito con un brwe trattaiino de' UogK alla li^ 
hea ftita , ed al eerthio , ehé eóetUuiicofio fli ékmenH delia nkodema 
Geameiria amUtlea detta a due coordinate i e vi kd pur irtéaia una 
iempUeiainia appltèaziane H eeei a rineenire alcune propHetà del tri- 
nngdó , di cui oeeórrerà mare in appreeeó. 

** Salai dieiinsiùne ei riièontfi la prinka diaertlnizùme nel voi. /* 

degli Opuscoli ; e potrà anche bastare fuanto se ne dice nella prefazio- 

ne oUa Geometrìa di Sito» 

7 



« « 
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linea retta , o la circonferenza di un cercbio , tal 
lat^o geometrico si dirà piano • 

a i4*DEF.xy.£d ei si direbbe solido j se la men- 
tovata linea fosse una delle curve coniche f cioè una 
parabola 9 un ellisse y o un* iperbole. 

215. Sgol. I Inoghi alla retta , ed al cerchio faron detti 
piani dagli antichi, perchè colla combinazione, ed interseca* 
mento di tali linee si de^on risoWer que' problemi di Geo- 
metria , che noi diciamo di primo , e di secondo grado y ed 
essi chiama^an piani* E poiché le corvè coniche nascon dal 
cono , che 1' è un solido ; i luoghi a queste linee furon chia^ 
mati solidi da' geometri antichi, % solidi disser pure que* prò* 
blemi ) che per l' intersezione di tali curve , che fosser ben 
combinate p si risolveano*. 

216. Avv. Qui badisi a non conronder fra loro ì luoghi 
geometrici de' problemi ^ e quelli delle indeterminate equi- 



I _ _ 



: ** 



appellAotur, namque ad ooostmct ionem necesseest solida- 
rum Ggurarum saperficiebos , lumi rum conìcis uti • Cosi Pappo si€lb 
scolio alia prop. 4. lib. III. ,énM' uUro alla 90. Uh. lY. Il guai luo^ 
di Btppo sarà da noi dieMarato allrwe. Per la ssguente traUazùms 
de' luoghi geometrici , si abbia prtsent s quello ,€hssii detto métta «#- 
ta. iÙ, alla prefazione • 

** Comprimi si eonsidera ma proprietà sola di quel luogo geosneSri^ 
e$ , che tiene rappresentalo daUa seconda . 
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PROPOSIZIONE XIX- 



TEOltBMA. 



1\*]A vertici di ^[ae'trìangoli uguali , clie abbiano 
tina medesiuia base, o basi uguali poste in una ret-* 
ta I e rivolti da una stessa parte, sono allogati in u- 
na parallela a quella base , o a questa retta* 

BiM* Vedetele prop.39, e UO.EL I, da cut è beile trar-^ 
re le cotiyerse ( pr.4i. e 42. EU. ). * 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOABMA* 

Il 8. t vertici di que* triangoli, cbe abbiado una 
stessa base , ed ugnali i loro angoli verticali , e che 
sien rivolti dalla stessa parte , han per luogo piano 
Y arco di un cerchio descritto Coir artificio della 
33.ELIIL 

Dm. Se oltre al segmento circolare ÀMB lfig»i5i }, de- 

* Con r affnvumi anche U eanvene detle ph)p. 39 ^40 ^ viehe a iià'» 
hilini , che non iolatnenie ionq ufuaU fra loro i triangoli àostHuitiiul' 
la iteua 9 o uguali ba$i fotte in una retta » ed aventi i vertici in una 
paraUda a gueUa ; ma ancora , che altri non postano eeservene , il cui 
tertice non ti ritrovi in quella parallela ; il che rieulta evidente dalle di- 
moetrazioni recate da Euclide aUe 41 ^ e 42 . Ed u/na tal circottanza Ì 
eeeenziede a eoetUuire un luogo geometrico , bisognando » che non cola' 
mente iutC i tuoi punti soddisfino ad una data condizione geometrica t 
tna che iteno ancora i soli a soddisfarvi . E C autore ciò ne dichiara an-^ 
Cora con la dimoetrazione del seguente teoroma f ed in altri appresso è 
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wrìtto conm Mila ZÒ.El.IHj un' altra cunra AmB poteasift a« 
vere la proprietà qui proposta, si conduca dal punto A una 
qualunque corda ÀmM ; e da'punti m , M , ove questa in* 
centra gli archi AmB ^ AMB , condncansi le rette mB , UB 
al punto B j sarà l'angolo AmB uguale all' altro AMB ; cioè 
r estemo di un uiangolo uguale al suo btérno, ed oppi>aUi. 
Lo che ripugna. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TBOaSÌIA. 

2i9«Se r intera retta DP [fig.tS.]^ e le sue parti 
DB , DQ sieno in armonica proporzione *^ il semi- 
cerchio descritto sulla media DB sarà tale y che le 
rette PN,QN condotte da' punti P^Q di quella ret- 
ta ad un qualunque punto N di questo cerchio sa<* 
ranno come la DP alla DQ ^ cioè come la prima 
alla terza di tali rette • 

Dm. Si tiri il raggio CN , e per Q si meni la QQ parallei' 
la alla PN. Ed essendo PB : BQ :: DP : DQ , sarà PB : BQ 
;: 2PG : 2CB** :: PC : GB , eper la 19. ELV y CP : CB 
:2 GB : CQ , e quindi GP a CQ in duplicata ragione di CP 
a GB , o della sua uguale di PB a BQ • 

Giò posto, essendosi poc' anzi dimostrato , che stia PC a 
GB, oYifero GN, come GN a GQ, i due triangoli lPCN,NQC, 
che hanno V angolo in G di comune ^ saranno equiangoli , 
( 6. El. VI. ), onde sarà 1 angolo GPN uguale ali altro GitQ. 
Ma gli altri due angoli QNP , NQH alterni delle parallele 



* Veg* le Sez. Con. eifai ief. 6. Uh. L 

^ Ciò ri$uUu dal permutando , e componendo. 
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PN , QH 805 pure fra loro ugaaK • Danq«6 saranno equian- 
goli i due triaagoli PNQ, QNH y e doyrk stare PN : NQ :: 
NQ : QH , e qaindi aneora PN a QH io daplicata ragione di 
PN ad NQ • Sfa la ragione di PN a QH è uguale a quelli di 
CP a CQ , pe' triangoli simili CPN , CQH . Dunque saraiii 
purè uguali le loro sndduplicate di PN ad NQ, e di PB a BQ 
«errerò di DF a DQ • 

220.Coa. 1 .Dagli estrani P , Q della retta PQ si eloTinaad 
essa le perpendieobri PE , QF respettivaniente ugnali a'seg- 
nenti PB, BQ, in che si trova divisa una tal retta , e si udh 
aca la F£ , che incontri ta PQ in D : indi biseeata la DB ii^ 
C , dal centro G, ^n V interTallo CKsi descriva il cerchia 
$ND ; saranno le inclinate PN, QN nella ragion de* sqpDen- 
ti PB , QB deUa data PQ . E tal costruione potrà' inifse^ 
gassi nel costruire questo luogo pia»o. 

221 • Con. 2. E ninn' altra eurra BièS può anche ayer le 
inclinate Pn, Qti nella data ragione di PBa BQ^ Imptrecohjk 
se fia po8aibilé,si Uri adì pftnto Q una qualunque retto QNn^ 
che seghi quel cerchio, • questa cufya in N , n ^ esi uniscar 
DO le rette PN, Pn. Saranno uguali le due ragioni di PN ad 
NQ> e di.Pn ad nQ, come uguali alla stessa radono di P&a 
BQ. E quindi i due triangoE- NPQ , «tPQ, che hanno anche* 
comune rangole NQP, dovranno essere equiangoli (7. £/. VI.) 
Onde sareUid V angolo NPQ uguale all' albcanFQ . Lo. che 
ripugna^ 
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PROPOSIZIONE xxn. 



TE0REB4 • 



ai3, S« d^ due punti A j B IJlg^ìJ* ] 9 1^ cai 
distanza sìa d ^ coudacansi ad un tera^o punto N le 
due rette ÀN9 BN, i quadrati delle quali facciano 
una dfita semina s^ j il punto N , ed ogni altro si« 
mìlinente condizionato avrà per luogo geometrico U 
circonfef^enza di un cerchio^ il cui centro è il pan* 
to inedio della distanza dy e '1 raggio p'è la retta e^ 
spressa per V ( W"* -r- id^ ) , 

Dia, Imperocché sia FNQ no tal cerchio ; tirala la NM 
perpendicolare al diametro AB , e congiunto il centro C 
uol pvnio N per la CN , sarà NA' + NB" =3 2AC' -f 2CN* 
(A.JB/./J.) , cioè ji' = }d'4.2CN' ; quindi CN* :;? 45- ^ ^\ 
^pefòCN:3= V(J5* — id'). 

ppqposizioNE xxin, 

a23.Se da'due punti A9 B If^iS.n.s'ì sien coQ^^ 
dolt^ ^d un terzo punto. M 1^ rette AM , BAf ^ la 
somifia dell^ quali uguagli la data PQ ; quel punto 
M y ed ogni altro siiniliQeQte condizionato avrà per 
luogo solido il periqietro dì un' ellisse , che abbi^ 
per fupcbi \ punti A 9 B, e per asse maggiore la PQ^ 

E se rette AM,BM [y, i8.n.2] avesser per difie^ 
XWiA h ^^l^ PQ5 il luogo de p^nti M sarebbe uq i-i 
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perbole avente per faoco i ponti À ^ B ^ e per asse 

v\^inr»ÌT\o1o la TMì 



principale la PQ 



DiM. PABT.i.Se la corra PMQ [f.iS.nJ.I , oto suppone- 
si allogato ciascuno de' puiiU M, non fosse la proposta eUis^ 
se , il sia la PfnQ ; si tiri dal ponto A una qnalonqne retta 
AMiit , la quale seghi in M , m le anzidette curre , e poi si 
eongiungano le rette BM, Bm. Sarà per tal supposizione Am 
4* ^ = PQ ; e per la natura delF ellisse PMQ anche AM 
4BM = PQ. Dimquesark AM+BMsAm + Bmj etoU 
loTÌ la comune AM , resterebbe BM i= Bm 4- Vm • Lo che 
ripugna alla 20.£/. J. 

Vawi.u. e se la curva nQm {fig.i8én.2.'\ luogo de* ponti 
proposti sia diversa dall' iperbole NQM descritta in questo 
teorema , si dimostrerà come qui sopra essere AM *-* BM 
= Am — Bm; e quindi AM ^- Am, cioè Mm s= BM~>Bm. 
Sicché aggiunta comune laBm si avreUrn Mm + Bm s= BM9 
contro la medesima 20.EI.L 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOBBKA. 

2 34* Se i parallelogrammi equiangoli FDBG , 
HEBI , ec. [^g* 19* ] abbian comune V angolo B ; 
i vertici F , H de' loro angoli opposti a B staranno 
in una retta , se que' perimetri sieno tra se uguali. 

Ed essi vertici staranno in un' iperbole , se le lo- 
ro aje sieno uguali • 

Dm. Pabt.i. Si produca la BD , sicché DG uguagli DF , 
e si unisca CF ; questa retta sarà il luogo di que' vertici op 
posli a B • Imperocché il triangolo HEG é isoscele al pari 
del suo simile FDC j dunque sarà BE + £H = BC , cioè a 
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SD -f DF > e dnplicAodo «iffutti termiiu sack il periaetra^ddt 
paralldogrammo HEBI aguale a quello dall' altro FDBG. E 
lo gtesao per qualunque altro di tali pandlelogrammi • Cioè 
a dire i vertici degli aagoli opposti al eomune ao|^o B 4i 
questi iufiniti parallelogrammi isoperiBratrici hauno per luoga 
la retta GTH data di posizione. 

La parte ii. di questo teorema k chiara òxl Cernei ( Veg. la 
fTop.47. Ub.iu. voi. Uh del Ccn^ geam* e hfrop^SS* S$z. 
CM. amai. )• 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOaiHA* 

sa5« Sien dati di posizicme U pniito C [y^«ao«. ] 
eknttaPQ ^ edaqael punto so questa retta a* in- 
dilli una qualunque retta CM , e «i divida in D in 
una ragion data ^ questo punto D ^ e gf infiniti al^ 
tri similmente rilevati apparterranno ad una data pa- 
rallela alla PQ. 

DiM. Dal dato punto C si meni la CA perpendicolare alla 
data PQ , e dÌTÌsala io B sella ragion iata , si tiri per qne- 
at' dtro pwtp B hDN parallda allaPQ. Sarà la BN il luo- 
go indicato. Imperacdiè ciascuna rettai che dal punto C s'in- 
diai sulla PQ Yien diyisa dalla BN, eh' è parallela alla PQ, 
nella daU ragione di £B a BA ( £.EL VI.). 

226.Coa.E lo stesso dovrà dirsi conTeneVolmente^se la CM 
protraggasi in F , sicché stia CM a GF in una data ragione. 



PROfOSmONS XXYI. 



TBOAB«A« 



aa7,Sieii dati 4i posiiiioqe il punto G IJlg^^ i «] % 
e la retta PQ, e da quel pmilo su questa retta s'in- 
clini una qualunque GM, e si produca in If » sic* 
cbè le GM i CN tieD reciproche alle due rette date 
A, B^ il punto N toccherà un cerchio dato di ai^ 
to 9 e di grandezza « 



u 



DiM.Dal duto punto C ai tiri la GP perpendicolare alla da* 
ta PQ 9 ed essa prolunghisi in R ^ finché CR sia quarta pnn 
poszionale dopo le tre rette CP, A| B , e si anisca la RN • 
8ark iriklini^lo PCR mgvale a)VaUra di A in B« Ma «pe^ 
sto rettaii^lo è per ipolen ageale ad NCM • Ika(|ne siraa-^ 
PO (ha loro pgaaU i NttaagoU PCR , NOI . 0nde sarti PC ; 
CM :: CN ; CR ; e V bù^Ao CNR dovrìi pfiitggiare il retto 
CPM ( 32.£/./, ) • Il perchè il ponto N dovrà essere allo^ 
0ato nel s^piicerchio descrìtto ^ol diametro CR. 

228.Com.E se irerso M prendasi il papto si oelU GM, sio* 
che le dne CM , Cn sien reciproche alle di|e date A ^ B ; U 
punto I» tocdierli benanche nn cerchio, il quale si potrà d#* 
9Cm«re > «omo n^l'espoito teorena ai ^ praticato « 



. ) • 
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PROPOSIZIONE XXVH. 



VBOAEMA. 



aag.Sien dati di posizione il ponto P [ fig.2 2.X % 
e la retta GB, e poi da qael puato sa qaesla retta 
si tiri qualunque inclinata PB^ e si protragga in G^ 
sicché la BG parte aggiunta sia ugnate alla data ret« 
ta K^ il punto G toccherà una linea di qittart'^ordine 
detta concoide da' geometri antichi ^ j di cui è faci- 
le indicar la natura^ e la genesi con moto OTgaaico^ 

Dm.PAm. i« Il pnoto P dato Sttol dirsi poh della ooBCfHr 
de ; e di essa n'è assiatoto la dala retta CB . laipetoechè i 
panie G di tal carva tanta piii si accosta aUa GJB^qmntp Tia-. 
clioata FB più dÌTerge dalla perpeadioolare PG • Ma Doa 
può alcQB di lai puBti cadera nella CB) altrimeati un' indir 
uala della CB potrebbe con essa combaciare . E se la PC pro- 
ducasi in A , fioche CA pareggi la stessa K \ CA sarà Y asa^ 
della concoide, sul quale ogni perpendicolare I^M^ cbeda «a 
punto della curva gli si abbassi, sarà un' ordinata, e la. MA 
la sua ascissa corrispondente» 

E per. ottenere l' equazione caratteristica di tal parva ^ 
pongasi CA = a, CP =;;; e, CMr^EF s^ ar,MN=;;/, e quia* 
di PM ^:SiC + x'j sarà ^ pe' triangoli simili PMN , PC£ ^ 



■^^111 



* J)ella da* moderni di Niicomede , da gutilo geometra aniie^, che na 
fu r tfivffif ore, e ne eompoie «« traitaio ^e/fe eue proprietà , a noi nom 
pervenuto , valendosene aeconeiafnente a risolvere i problemi dtUe du» 
medie proporzionali , e della trisezione dell angolo . come vedrasei in 
appresso • ( Si riscoolri Frodo nel cemento alla prop. 9« El* !• > Paggot 
dopo fa prop.22« IV. CoUect. MalK » ed Eutocio nel comeoto al lilx. 11. 
di Archimede de sph, et cjL )• 
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PK : FÉ ::iHN : NF , cioè , ne'loro limboli jC + xieiiy 
: NF = Ì2L. E dotendo mmm FN« s EH* ~ EP, sarti 

PART.ii.Ialendasi es«er CP \fig.S3.'] ana riga saldata col* 
V altra DB , ed in quella fermarsi V audio P , in questa esser- 
tì il canaletto rettilineo BED . Inoltre MEP sia un* altra ri- 
ga , che passi per Y anello P, ed abbia an chiodetto E in un 
punto della sua lunghezza : se questo chiodetto yadasi mo- 
Tendo per quel canaletto d' ambe le parti del punto C , V e- 
atremo N di tal Terga dovrè descriTere V anzidetta concoide. 



PROPOSIZIONE XXVUI. 



TBOMIU. 



35o.Se in noa qualunque ordiuata ED IJig.'^^ •] 
^l smnicerckio AEB si prenda la DO terza pro- 
porzionale dopo la detta ordinata , e la sua ascissa 
AD^ il punto O avrà per luogo una linea di terz'or*' 
dine 9 detta cissoide dagli antichi "^ j di cui sarà in-» 
dicata la naturale la genesi per moto organico. 



DiM. Paut. I. Sia GM una qualunque ordinata di que- 
sta cissoide AGH , ed AM la sua corrispondente ascissa j 
sfuranno conlinuamente proporzionali le tre rette PF , FA , 
FG } e quindi i quadrati loro PF% FA% FG' • Ma la regio- 



* fia' moderni ipecto/menle detta di Diocle , gtometra , come ben (tP' 
foma^ta U ifenliccfa, di circa il i€$to ncolo della anottra Era* 
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ne di PF* : FA' è iigmle a qodlt di BF : FA . Danqiewh 
BF : FA :: FA' : FG* , e quiadi FA' = BFxFG' , cioè 
GM»s?BFxAM'. 

Quindi dinotaode il diaaietro AB eoa 2r ^ e ponebdo 6M 
c= j^, ed AM ::;? a?, aarà^' «= ( 2r — ^ ) x' « E ai l'edrii ft- 
nalmeiite per più Qiodi , che tal corra debba aTar per assÌB« 
toto la BI distesa per lo ponto B parallela alla IkE. 
. Paet. II. Intanto la geoesi detta cissoide per laoto organi^ 
co è la seguente. 

Le doe verghe a sqoadra BCE, BPE [figM^ abbiano a^ 
{uali i loro lati GB, PE, di cui ciascuno sia fornito di oo i« 
nello nel suo estremo, ed indefiniti gU altri doe lati GE)DB. 
Ma ciascun di questi due lati indefiniti passi per l'anello dsU 
r altra sqoadra, cioè CE por E, DB per B ; e poi la sqoadbt 
BDE intendasi mossa soli' altra immobile BCE , sicché T aa^ 
golo D si accosti, o si discosti dall' altro G, rimanendone nel 
lo stesso lor piano : io dico, che il pooto medio G del lata 
PE descriverti la cissoide indicata ^ • 

Imperocché bisecata la BG in A congiODgaosi le AG, BEk 
Inoltre distendasi per Già FGM parallela alla CB^ e tollafi 
la GF ugnale alla G£ , si unisca b FÉ, che incontri la AG ia 
H. Filialmente si abbassi la AM perpendicolare alla FM) ek 
MI alla AG. E poiché per sopposizione è GB ogoale a DE, 
ne' triangoli equiangoli BCR^ÈDB, iaA, per la IIÒ.ÈLL^ k 
BR ogvale alla .BE. B perchè essendo isoeeelo il triangolo 
BRE, sarà il suo nugolo estemo PRE dcjipio di RBE intar- 
no, ed oppoato. Ma per tal ragione è anche \ angolo VGE 

r 

* Gli 9>fÀ%chi, ùd0t^U94ù pw wi i g€9m9tridfi*Umfi 4iIiM$^ ti 
vollero detta cissoide per eojimtrs V eUqanU a»ali$i geomdriea già 
jnrima ree^kt alprvidetna dette due medie proporzianaU; mia non 4tl- 
dero una maniera conoenevole per dwritere tal cf»rva ; lo che fu praH' 
tato dal ffewton. ( Veg. la ma Appeodlx #le aequst. consta lio* ) » al 
qualmtHh eorriefond^ pi^ meecanicamenlle h 4sfcrùJoM f ai i^/^ 
recata • 
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doppto di GEF* DunqM liccome sono «goali gli angoli DRlS 
e YGE , 'oosk dovran pareggiarsi le metà loro KBE , GEF , 
a' quali unendo comune V angolo DEB , sarà la somma degli 
angoli REE, DEB ugnale adFEB. Dunque questo san retto^ 
come quelli ne firn no un retto : e quindi la retta AGH sarti 
perpendicolare ad FÉ, al par della sua parallela BE . 

Ciò posto, il triangolo FHG è equiangolo, e con ciò simi- 
le a GIM : e 1 primo di essi è simile ad FEO , e Y altro a 
GMA ; dunque saran simili tra loro i due triangoli FEO ^ 
GMA , e doTrk stare OV : YF :: Gì : lA :: GM* : MA* . 
Mar èpoiFO uguale aCB , edFV a GM; laonde OV, ch'è 
FO — FV, sarà uguale a GB «^ GM ; e quindi la preceden- 
to analogìa aTrk i termini seguenti CB — GM : GM ::GM* : 
MA* , esarkGM' » MA*(CB~GM) . Il perchè la eurrti 
descritta saA una cissoide ( 230. part. i. ) , e '1 semicircolo 
generatore aTrk per diametro la GB. 

234 .Con. 1. Dal Tertice A della cissoide Ifij.M.'] si tiri 
ìina qualunque corda AG , che incontri in E il semicerchio 
generatore : sarh^ congiuntele indiente rette, DE: DA :rDA 
: DO) ihIFG : FA :: FA : FP, per la natura di tal curya . 
Ma è poi DE : DA :: FG : FA . Adunque sarà DA : DO :: 
FA : FP , ed i tre ponti A, 0, F per diritto. 

232.Com. 2. Ed essendosi dimostrate uguali le due ragio- 
ni di FA : FP, e di DA : DO, o la sua uguale di DE aDA, 
si doTran pareggiare anche le duplicate loro , cioè le ragioni 
di FA : FB ,ediBD, DA. Dunque dee essere FA a BD, 

edFBsDA^ 

. , 2^3..Coa. 3. In oltre , pe' triangoli simili DAO , FAG , 
essendo AE : AG:: AD : AF, oyrero BD; ed è poi AD : DB 
:: AE : EK ( distendendo la AG insino alla BK , che da B 
condncesi parallela alla DE ) . Adunque sarà AE : AG : : 
AE : EK , ed AG ugualeadEK. 

234. Con. 4. Dal precedente corollario si ritrae la genesi^ 
che gli antichi attribuivano alla cissoide nel seguente modo. 
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Siavi il semicerchio APB [ ftg.24. ]., e ialF «IraM B àé 
suo diametro AB gli u conduca la taogeole BK , e per T at* 
tro estremo A una qualunque segante AEK , in cui si tron- 
chi la parte AG uguale all' estema parte £K di essa } il pos- 
to G apparterrà alla cissoide predetta *• 

235.C0R.5. Pe' triangoli simili AFP,ADO sU AF ad F^ 
cioè le loro uguali BD a DE , come AD a DO ; e per la sà- 
tura del cerchio è anche BD : DE :: DE : DA.Dunquèsi do- 
Tran Terificare le seguenti analogie, BD : DE :: D£ : DA , 
DE : DA : : DA : DO ; e però dovranno esser continuasienU 
proporzionali le rette BD,D£^A, DO, e quindi larsgimie 
di DA : DO sark suttriplicata di quella di BD : DO . Lo 
che giova per l' invenzione delle due medie proponioasli ^ 
come si vedrà^ a suo luogo « 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TBOABHA. 

3 36 « Se V ordinata da un punto di Una retta ad 
un' altra si protragga , sicché il prolungamento sia 
inedia proporzionale fra detta ordinata, e V ascissa^ 
che da quel punto le corrisponde sulla retta presa 
per asse ^ Y estremo di quel prolungamento avrà per 
luogo un'altra rettalo pur una delle sezioni coniche» 

237.CAS.1 .11 puato P [fig.26.n.i.} principio delle ascisi^ 
sia il vertice dell' angolo NPR« che la retta PL da cui f^ 
tono le ordinate AN all'asse PN, fa con questo, e per un al- 
tro punto S della PN conducasi SX parallela ad NR; e sieoò 
NM, ST le produzioni corrispondenti alle RN, SX; • Ed es- 



* Veg. Euiocio mi comenfo al libJII, di Arehimeie de spbaen» 4 
syluMlfo^ 



fwdo ontiDnameiiie proponiomii le tre rette NR, NM, NP^ 
sarà NR : NP :: NM' : NP% e cosi pare ara SX : SP :: St* 
: SP* • Ma sono uguali le prime ragioni di queste due ana- 
logie ; dunque il saran pure le altre due, e le loro suddnpU- 
cate. Yale a dire sarà MN : NP ;: ST ; SP, ed i panti,M , 
T aTranno per lungo una retta , che passa per lo ponto P. 
238.CAS.2.I1 punto P [fig.£6.n.£.] principio di dette a* 
nasse sia diverso dal Tertice Q dell' angolo NQR ^ in cui è 
ordinaU la NR all' asse PQ; fatto lo stesso apparecchio del 
caso precedeote,8Ì avrà NM'sPN X NR, ed ST'=s:PS x SX, 
eperòNM':ST'::PNxNR : PSxSX, oTyero ::PNxNQ 
: PS x SQ. Quindi il luogo de' punti M, T sarà un' ellisse, o 
un' iperbole, secondochè il punto P cada sotto del punto N, 

o pur sopra . £ ne sarà PQ il lato traverso , e PG parallela 
ad NR il retto. 

E si Tedrìi egualmente , che quest* ellisse diventi un cer- 
chio , quando la PQ pareggi la PG, e sia retto l'angolo PNM. 

Di pia una tal curva sarii una parabola , allorché si ritrovi 
la OR parallela aUa PN. 

239.G>m.4.La linea QR può dirsi direttrice della curva , 
che passi pe' punti M. £ se ancor dia fiisse una curva , la li* 
nea • che passa pe' detti punti sarà di grado superiore alle 
coniche • 

240.G>m.2. Viceversa se la senuordinata MN di una qua* 
lunque curva conica si protragga in R , lìechè tal prolunga* 
mento sia terza proporzionale dopo V asciasi PN dal di lei 
vertice ; e l' anzidetta semiordinata ; il punto R toccherà una 
retta di posizione *. 

241 .Gom. 3. Bla se la NR fosse tecya proporzionale dopo 
quella semiordinata IIN , e la sua asciseli PN ; il punto R 



* Qaifle eomena id leo r sw e pmp m J B Irpwfi dhlf f f e w dft i Hiiin gi i 
te iKMOifnila mtta frop. 1. Mb prsossiooi allf Sszioni Couìcbe, ^.^ 
M nostro cono geometrico . 






^tì Djdtt intensione ^tùmiirìcAk 

àpparterrii ad una cigsoide di eoi n* è mia specie quellt ^égtl 
antichi (230.)* £ 'I contròpòsto di questi due corollaij dann 
risalto alla teorica , che ho oblato ifià siliteticiimente illih 
strare. 

242.SG0t. tJn gioTànè studioso , col solo cODTertire alenai 
teoremi elementari , o sn i conici , potrebbe prbccursirsi tV 
frettante locali per suo gradimento^ E se di ciò frre non gli 
arrida y potrà attignerle dal Fermat , da lloberto Sisma ^ 
dalla divinazione del Viviani sa i hwgln $oUdi di Arista» Ss> 
Aiore, e da qualche altro • 



1^/f invenzknu geometrica* .113 

GIUNTA AL GAP. IV. 



ìtt% Atcum emvB vaascenderti. 



2A3* G>iD6 fii aeeennato nel ProspeUo delT Arie <f ini^efi" 
fare pubMicato fin dal 1 809 , ed ora recaio in seguito della 
Ipii^zione al preaeole trattato, ìin tal capitolo doTevà ancor 
considerare tra' Ilioghì geometrici le tròcoidi ^ la spirale At- 
tfumedea , e la quadratiice di DinoHrato ; le quali cose non 
essendosi ritroTate ne' MSS. del Pergola , ti si è svpplito 
alla meglio nel sdente modo* 

PalifCiFio i* 

244. Ogtm Unea può prenderei pelluogo geometrico di una 
proprietà indeiehninaia di essa ; e però di quella ^ che ne co^ 
iiiuisee la ma genen^ 

Ciò è manifesto dalla def.13 (240), e dal suo corollario } 
e può anche estendersi a'iaoghi alla superficie , ed a'solidi* 
Di essa ne sono pure un bastevole chiarimento le prece^ 
denti proposizioni di questo capitolo. 

^aiMciFio IL 

245. Se due punti segnati in due linee scoftanno equahiU 
inenie sulle medesime , come per descriverle , segnandovi co-* 
etantemente , dal principio del loro thovimenio parti propor-^ 
ziomdi aUe intere linee ; queste saranno da essi contempora^ 
neomenie descrittcé 
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PR(MN)SIZIONE A. 



TBiniKKA 



a46. Se dal punto A [/?g.^7»] segnato *nella ci^ 
conferenza del cerchio ÀDB prendansi su' raggi 
successivi ad OA , per lo stesso verso, cioè in OB, 
OC9 OD , e fino a che ritornisi al medesimo punto 
A 9 le particelle Ob^Oc^ Od... quarte proporziona- 
li in ordine aUa circonferenza di un cerchio, al suo 
t*^ggio , ed agli archi AB, AG, AD • • . che quei ng» 
^i comprendono col primo OA j i punti b^c^d..» 
avranno per loro luogo geometrico una curva tra* 
scendente detta elka , o spirale , di cui indiche- 
remo l'equazione caratteristica , e la genesi paiui 
movimento 'Continuo* 

Prendansi per ascisse gli archi AB , AC , AD ••• compu- 
tati dal punto A, e ciascuna dì esse dinotici per j^; e ic Mdi* 
nate corrìspondeDiti rieno le partiOi , Oc^Od ... prese to- 
me sì è *tto su' raggi OB, OC, OD da! centro O, e dìnoU- 
le da a? ; ed esprimasi per %e il rapperto deifia circonfereosa 
al raggio : è chiaro, che l' equazione per una tal curva deb* 
ba risultare 2icx ^s=:jry datla quale è Tacile rilevare , eh* essa 
curva abbia il suo priftàpio nd centro , e che prendendo 
nel cerchio ADB gli uguali archi , e successivi AB j BC 1 
CD ... , le ordinate 06, Oc, 0<{ ... debbano risultare equi- 
differenti ^ e la seconda doppia della prima, la terza tripla» 
e cosi in seguito. U che può fSeurla descrivere facilmente p^r 
punti. 

Per la descrizione con moto continuato, basterìi immagi^'* 
re , che mentre il raggio OA si aggira intomo al centro 0| 
per descrÌTere la circonferenza ABDA , il punto scori* 
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lungo nn tal raggio^ e ¥erao il aio aatreiio A^ ia modo, che 
i due moTÌmeDii uDifornii conpiansi coDiemporaneamenle , 
sicché ritoinando il ra^lo OA in A , tì sia anche gianto il 
punto seorrente sii medesimo. Ed è facile a comprendersi, 
che le velocità di lali mevimenli debhaiiQ esser fioa loro nel- 
la rfgioM dì 3* ad i% deh come la cireonfiBreoza al raggio. 

247.Caa* 1 • Allorché il raggio OA, ha compialo l' intero 
suo giro I e che il punto Q ha percorso il ra^ia OA , può 
tuttavia considerarsi, che questo seguiti a scorrwe in con- 
tinuazione del^ raggio , pevcorrendolb un' altra volta, meoire 
esso raggia eoppie una seconda melatone , sicché b spi* 
rafe «i lenuni. ia A'; e oasi in segaiio, pev quante akre rivo* 
hizioni Si veglia eonsiderere : e Ib apisali descritte , nelV e- 
seguirsi U seconda rivoluzione del raggio y la terza , ec. di- 
censi seconda , teirza , ec. 

È chiaro , che K eqjoazione nlevata pel primo, ramo si 
appartenga ad essa curva in generale , cioè indefinitamente 
presa ; e che nou reilut possa tniersegar k spirale ia «r numero» 
infinito di punti , come la sua qualità trascendeole esigeva» 

248.Cea. 2. Una tale equazione , poiché le ordinate sono* 
prese in giro da un pnnlo^ fisso , considerato come polo , si 
dice polare : da che si è questa denominazione in casi siml- 
glianti estesa anche ad altre curve algebriche. E ciascun' or- 
dinata della spirale^ perchè- parte sempre da uni puptoiy^ sud»> 
le anche dirsi raggio vettore • 

24». Cou-d. U cerchio Afi&L potrebbe dirsi modutò della 
spirale indefinita per quanto si voglia • E dall' equazione ad 
essa , o dalla sua genesi è faeìle rilevare , che le sditali sin* 
no tutte simili- 

250. Scoli. La spirale di cui abbiamo ragionato esceg} ta- 
lli da Cenone di Samo contemporaneo , ed amico di Archi- 
mede y esercitò il costui genio in assegnarne le proprietà, e 
la quadratura {Vedi Arehimcde nelt epistola a Lhsilca innari:- 
zi al libro de lineis spiralibus , e P^PS^ ^^^ Ut» ÌV* d^^ ^^^ 
CoBeuLoni Matematiche ^dapolaprop.i^^^ 



1 
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FROFOSIZiei!^ B. 

VEORBMA. 

25i .Se per ciascun raggio OF [/^^sS], tirato net 
quadrante circolare BDÀ^stia pojne l'arco q[uadran-i 
^ale BA al ra^^io OEt , cos) V ^rcp Bf^ limitato trai 
Festremo B del quadraq^e, e 1 raggio QF^ al quarto 
proporzionai^ ^H ; il puntoy*ÌQ cui l'ordinata per 
H intersega il raggio QF^ed ogni ^Itra punto simil- 
mente determinato, avrà per luogo geometrico la li-< 
nea Bfe4 ••« ^x astiai dagli antichi quadratrict^ la 
i:ui equ^zioi^^ ) e la genesi sono le qui appresso» 

S' bdicbiDo eoa Xy y le coordinate BH, Vif deUa quadra- 

U-ic^ , cqm ^ l'w^VD Bf ^rrispoDdente a) ppotoi fx^^^ 

1(1 rapporto del quadrante B^ al raggio 1 ; s^a OHr?!— ^* 
TfA essendo 

c^$.^ : $enA :: OH : Hf :: X^r-xiy 



SI ayr^. 






Ma per. U genesi assegnarla della qvadca^ice ^ ^ = -^ 
Adunque 1' equazione ad essa sai^a 

y = '«wgf.— ( 1 — a? ). 

Or li^ sijij^ g^l^csi pe^ un moyioientp ^onlinoaV) è qv^M^ * 
]|^ssendo larco BF, eTascissa BH proporzionali al quadrante 
BÀ, ed al raggio BQ, dovranno Funo^e laltrf venir coDlefflr 
poraneamenle descrilti con moto uniforme da due punti, Tiuia. 
(][\e scorra lungo \ arco , \ altro luogo i^ raggio {princX) i 
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e però se mentre il raggio OB circolarmente si a^iri con 
moto oniforme da B verso A , k tangente BC nel ponto B 
ai mnofa parallelamente a se stessa da B verso , con tal 
#Itro moto uniforme , da pervenire a coincidere col raggio 
OA I appunto allorché giugoe a &r lo stesso il ra^io OB 
col SQO moto circolare ; la curva rappresentata dalle conti - 
une interaei^ioni ^ e, il , , • di quelle due rette «ara la jtio- 

^rairiee • 

252. Con. AUorchè la tangente BC mossa con moto sem* 
pre paralWIo a se stessa sari pervenuta a coincidere col rag- 
gio OA, ossia, che il punto B sia giunto nel centro , può 
ben essa, e questo punto continuare il suo movimento in mo« 
4o inverso nel sottoposto quadrante OÀB' , e quindi descri- 
versi V altro arco di quadratrice KB' identico al primo BK ^ 
t situato inversamente • E cosi pure pervenuta quella in B , 
potrà seqipre continuare il suo movimento lungo la retta in- 
definita BOB'. • , sicfchè la curva descritta non abbia termi- 
ne ; ma si estenda, e si continui all' infinito. Da che ancor si 
rileva la sua natura trascendente , potendo essere incontrata 
da una retta in infiniti punti. 

253. IB dalla genesi di tal curvi^, e dalla sua equazione ri- 
levasi evidentemente esser le quadratrici tutte simili. 

2S4.ScoL.ll primo uso geometrico di una tal curva, aem- 
bra essere stalo quello di dividere un arco circolare in dftta 
ragione , poiché si v^e, ^ in essa gli archi circolari BF, 
f E , BD . • . o pure BF, FÉ, {ID ... risultino proporziona- 
li alle parti corrispondenti BH, Bli, BM . . . , o pure BH, 
HL , LM ... del raggio BO : che però la divisione di un 
arco BE in data ragione sì riduce a quelh della corrispon- 
dente ascissa BL, nella quadratrice, in tal ragione^ e lo stes- 
so per un arco FD • Ma posteriormente fu dalla medesima 
d^otta U quadratura del cerchio , da che le fu dato il no- 
me di quadratice ; alla qnal cosa adòperaronsi Dinostrato 
(rateilo dì M^necmo , e discepolo C09 lui di Platone , e poi 



Ilieoved^ wa» «likipmo. da Pi^ppe*« £ da'layori di qw* 
|>tindicali geometri può eoeosoersi quale profóndo studio si 
l^ise &tto sulle curve nelln scuola di Platone , e però fin da' 
l^rini teippi della G^ometriA scientificmnente coltivata. lutaui- 
tp il Montuola y da un luogo del comentario di Proclo alla 
prop..9 del libJ. dì Euclide ^ argomenta^ che dou già IKoo- 
slratOy ma un altro geometra Ippia contemporaneo di Socrata 
fosse stato Tinventore di tal curva, per risolvere il primo de^ 
{ti an^^idetti problemi ; a che poi per averla Dinoatralo. ^p- 
I^Ucata al &mosa problema di quadrare il cerchio^la si fossa 
4b1p il QPine di gfàaJbrairifiej^ ed a lui iutitolata ^ appunta co- 
me si disse di Archimede. la spirale ritrovata da Coaooe ^^ 
perchè queUo m^ riavema » ed espose le proprietà. E noi fair 
cendo eco alla sua ppiaioac 9 vi ag^ugoi'amo la ragione pia 
valida^ che Pappo parlwdo di opa tal curva non dice, che fa 
riavenala. da Siaiostrato , poc qm^drane il cierchio ;. ma A he- 
9e , che. fa da lui ^siunUk a tale «opo^ a vi associa ancor NL 
<;qmede^ ed aUri. Ed ecc^ come si esprìme : Ad cireuK ^pa^ 
dnJLurgm ^uumfick ej^t a DitwJ^trfUOj et Nicomedty et nonmd- 
li$ iunÌQtUn/is maedam lineajOuiab aeddente^quod circa ipsam^ 
ncmen unyoHtum esi^ Vqcaiur enim ab ipsis xexfcK^iwil^pmok ^ 
hoc tH linea ^$adifaw**. Ma apn siqppiapao d* onde abbia egli 
tratta la notiaia y che dà intomo ad Ippia , di coi non tror 
wm(^ frUa ncaiÙPDa vnt^^ alcuaa degli antichi geometri. 



PROPO^IZIQM C. 



VEOUBlia. 



!»55«Sia il circolo AEB [/^^^:-ìy colsuodiaDSM^ 
Irò verlicalp ÀQ y nel q^iate ciascuna seiuiordioata 

^ Dopo laprop. SS. {iY. tV. CoìkcL Uath« ^. e ndU it^tnii prop. 
W,e»7. 

^ Cctlect. IMlh. sciltfosaeitefai . 
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ME prodacasi in N^sicchèla parte podotta EN pa- 
reggi l'arco corrispondente AE, preso nella semìcir- 
ferenea AEB dall' estremo superiore À j e lo stesso 
si pratichi dall'altra parte del diametro AB : tutti 
questi punti N saranno allogati in una curva trascen* 
dente detta cicloide svolgane o GaUleana y di cui 
la genesi e 1' equazione sono come qui appresso • 

n diametro AB del cerchio diYideDdo una tal linea cur- 
Ta DAK in due rami identici AD , AK n' è V asse ; il ponto 
A sommiik di essa n' è il yertice , e n' è òase la retla DK 
OTe la medesima è terminata : che però indicando per x , y 
le sue coordinate AM, MN, e per 2r il diametro del cerchio^ 
sarà 1 ordinata ME nel semicerchio, corrispondente air ascis- 
sa Xj espressa da V(2r3;-—a?*), che sarà il seno dell'arco EA; 
e quindi la EN verrà dinotata da ^ — y( 2rx — x*) , che 
essendo uguale all' arco EA | darà per la cicloide la seguen- 
te equazione 

j = V (2rx — -»?*)+ arc.sen. V (2rx — x*) 
Essa poi si descriverà con moto continuo nel seguente 
modo , pel quale n' è anche cong^ata una macchinetta ad 
eseguirlo. 

Il circolo DRF il quale tocchi nel punto D la retta inde** 
finita DBF , vada sulla medesima rotolando , serbandosi nel 
piano stesso , finché essendosi adattati tutt' i punii della sua 
circonferenza su quella retta ne pervenga il punto D iu K ; 
la curva descritta da un tal punto D sarà la cicloide. 

Imperocché primieramente risulta evidente , che la DB pa- 
reggi la semicirconferenza del cerchio BEA, come dalla con- 
dizione apposta al precedente luogo per essa rilevasi : rimane 
dunque a dimostrare , che per una qualunque ordinala NM , 
sia la parte NE , esterna al circolo generatore AEB intorno 
l' asse AB della cicloide^ uguale all'arco corrispondente AE- 
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Or r^pre.'enli INL il cerchio generatore quando il suo pvnto 
descrÌTente la cicloide i passato inN, sarà il suo arco NI »- 
guale alla IK, e però Varco NL supplemento di NI uguale aiU 
iB.Ed essendo uguali gli archi IN,BE, il sono ancora le loro 
corde IN , B£ , e gli angoli che queste comprendono con la 
MN ; sicché risultando esse parallele, sarà la EN uguale alk 
BI ; e per conseguenza all' arco NL , o sia ali altro £À. 

256. E chiaro dalla genesi precedente , che il cerchio 
che col suo punto D ha descritta la cicloide DAK , compi- 
ta questa, possa, senza arrestare il suo movimento , coati- 
nuare a scorrere lungo la retta indefinita DBF , descrivendo 
una seconda cicloide , una terza • • . ; e però consideran- 
dole come una sola cur?a possa questa venire intersegata da 
una retta in infiniti punti , come la sua natura di cur?a tra- 
scendente richiede • 

257. E dalla medesima genesi rilevasi , che il centro del 
cerchio generatore debba nel movimento rotatorio di questo 
percorrere la retta CGH parallela alla base DBK della cicloi- 
de , a distanza del raggio di esso cerchio. Da che risulta po- 
tersi la cicloide concepir anche generata dalF angolo retto 
DCR, che equabilmente si aggiri d' intorno al suo vertice G 
verso il lato CR , mentre esso vertice C equabilmente vada 
scorrendo per la direzione del lato CR , e verso G , con la 
stessa velocità del punto D : per tali due movimenti questo 
punto D descriverà la cicloide Galileana. E la stessa genesi 
ne darà qualunque delle trocoidi , se tali velocità non sieno 
uguali. 

Scolio. 

258. Dalle descrizioni superiori, per iboto continuo, della 
ipirale^ della quadratrìce^ e da quella or data della cicloiàe i 
è facile rilevare , che le genesi di tali curve sieno corfora» 
fra loro ; mentre per ciascuna di esse esigesi la composizio- 
ne del movimento rettilineo , e deli' angolare. 
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CAPITOLO T. 

Dfi' LCOGHI GEOMEtBlCI ALL^ RETTA j 
ANALITIGAkEFtTE RlLEVAtt» 



259. Siccome per risolvere un problema con metodo pa- 
ìrameote geometrico j o anche col Cartesiano , giova talvolta 
Bcinderlo in dae indeterminati, trattando una delle condizioni 
di esso per volta ; sicché dalla convenevole combinazione de* 
luoghi geometrici per ciascheduno di quelli risultino i punti 
soddisfacenti a tutte le condizioni del problema proposto , 
e se ne abbia però la soluzione, di che si è precedentemente 
ragionato (206); cosi pure possonsi adoperare talune accon- 
ce equazioni a due indeterminate rappresentanti proprietà 
della linea retta pel aito che ha con altre linee rette , o con 
le altre parti di una figura , affinchè dalla combinazione di 
esse risulti 1' equazione determinata al problema proposto ; 
o pure dal costruire dascnna si abbiano nella loro interse<> 
zione i punti soddisfiicenti al medesimo » 

Or sifiatte equazioni non essendo che le esjpressiooi com- 
pendiate di proprietà della retta, risultanti da considerazioni 
di triangoli simili y ne segue , che a convenevolmente co« 
stmirle a quelli si ritorni • E coloro i quali , con poco av- 
vedimento hanno preteso aver con quelle formolo bandite 
dall' analisi de' problemi geometrici le proprietà de' trian* 
goli simili , hanno con ciò dimostrato di averle poco consi-* 
derate , e di ammettere una sciraza senza princìpj, solo per 
soddisfare ad uno q[^irito innovatore in pura apparenza» 

L' andamento puramente algebrico che terremo nelle ri- 
cerche che passiamo ad imprendere , fondato su pochi prin* 
cipj di Geometria , non ci farà mai perder di mira questa 
alla quale tendiamo ; da che si vedrà ' risultarne chiarezza 
e brevità insieme , che in un argomento tante volle trattato 

da altri , in taluna parte non ravvisiamo. 

9 
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260. Il punto non ha altra proprietli , che semplicemen- 
te quella del sito ; e questo nel piano yien determioato dal- 
le date distanze da due direttrieiy o assi posti ad angolo (79) 
per lo più retto , come sempre il supporremo nelle seguenti 
ricerche , a meno che non fosse diversamente dichiarato ; 
sicché esso risulterà dalF intersezione di due parallele agli 
assi , alle rispettive distanze date da' medesimi (79) . Or 
queste parallele avendo per proprietà caratteristica V equi* 
distanza de' loro punti dall' asse rispettivo , ne segue , cbe 
indicando per /3 la distanza dall' asse delle ascisse ^ e per s 
r altra da quello delle ordinate , le corrispondenti equazicH 
ni ad esse saranno y ss fi 

che sono le medesime di quelle al punto , che da essa viea 
determinato. 

261. Che se suppongasi 

la parallela all' asse delle x coinciderà con questo , la qnal 
condizione si troverà algebricamente espressa dall' eqiuH 
zìone y zsL o 

Il luogo del punto sarà in tal caso l' asse delle ascisse ; ed 
esso risulterà dato dall' essere 

y = 
E sarà poi x -ssl o 

la condizione corrispondente all' annullamento della distas* 
za « della parallela all' asse delle / ^ da questo ; ed il lao* 
go del punto sarà l' asse delle ordinate. 
262.Àvendo poi contemporaneamente luogo le condiziosl 

ytzio 

X ss o 

si esprimerà da esse il punto ove gli assi s' incontrano, ciok 
il princ^o delle ascisse *• 

* Akbiamo preferita la denominazions Euleriana principio ddU ^, 
etisee a quella di origine delle ascisse , di cui si valse il Cramer, • ^^ 
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263. Considerando ora una qualunque retta AP [ftg 30.] 
inclinata agli assi, che incontri nel principio delle ascisse : è 
noto dagli Elemeniiy che debbano le sue ordinate serbare una 
eostante ragione alle ascisse corrispondenti ; e però indicaa- 
do con a j file coordinate di un punto assegnato della mede- 
ainia , e con x^jr quelle di un qualunque altro punto di es^ 

sa ,la sua equatione sarà/ = —x 

264.E volendo al contrario passar da tale equazione atla 
retta eh' essa rappresenta , cioè costruirla , è evidente , che 
basti prendere sulV asse delle x , dal punto A , un' ascÌ3sa 
AG uguale ad « , e per V estremo C condurre una parallela 
CE air asse AY , ed uguale a /3 ; la congiunta AE, indefini- 
tamente prodotta , sarà la retta dell' equazione proposta . 

265. Or essendo noto dalla Trigonometria che — sia la 

tangente dell' angqlo PAX ^ in cui la retta AP inclinasi al- 
l' asse delle asc isse {Trig. §.20.) , indicandola eoa A; , T e- 
quauone di sopra recata prenderà la seguente forma 

jr = kx 
ed essa dovrà ammettere que' cambiementi di segno , che 
ammette la tangente , e quindi il seno , e coseno dell ango- 
lo , o arco cui corrisponde. 

266. A discutere tali cambiamenti , si descriva dal prin- 
cipio A delle ascisse un cerchio qualunque MNRS [fig.3/] : 
e cominciando a computar gli archi dal punto M verso N , 
nel qual quadrante la tangente è positiva , per esser positi- 
vo il seno DJ, e '1 coseno AH di un arco iHd tra questi limi- 
ti compreso {Trig.$.2i e 22.) ; V equazione per tutte le ret- 
te AP, che cadono da M ad N serberà esattamente la forma 

/=s kx 
e per essa saranno positive le a; e le j^. 



più comunemente or $i usa , tembrandoci la voce origine dinotan 
una derivazione , che pi non ha btoio. 
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267. Che se producasi 1aD<f(-fj^)uic2' , nel quarto 
quadrante , la tangente k essendo negativa y \ equaziooo 
prenderà la forma 

Ed essendo \ ascissa AD rappresentante il coseno la stessa 
di poc' anzi ) e quindi positiva , \ ordinata Dii' , che rap- 
presenta il seno , dovrà esser negativa ; che però , per la 
retta AP' costi luente con l' asse AX lo stesso angolo, che h 
AP , nta r una al di sotto , 1' altra al di sopra di on tal asf 
se , dalle parli stesse , le ascisse saranno espresse uniforme^ 
mente da -f ^ 9 le ordinate poi , per la prima da Hh/ ) P^ 
r altra da — -/• 

268. Ma quelle rette AP', AP non avendo da alcuna con^ 
dizione limitato il loro corso al punto A della ÀX, e poten- 
do scorrere verso la parte sinistra della figura ^ anche al di 
sopra , o al di sotto della AX indefinita pel verso stesso \ 
in tal caso corrispondendo il punto d!" all' estremo dell' ar- 
co Wdd"^^ supplemento dell' arco Md ; dovrà risultar ne^-* 
tivo il coseno deir angolo MAd"S cioè esser negativa Tascis- 
sa AD"" {x) corrispondente al punto df'^, rappresentando em, 
il coseno di quell* angolo , e positiva T ordinata D'^" (y)x 
che n' esprìme il seno. Ond' è che la retta Ap' y opposta alla, 
AP', sarà rappresentata dalla stessa equazione 

y^ — kx 
ma non per le ordinate negative , s\ bene per le ascisse. 

269. Finalmente pervenendo al punto <{" y per \ equazione 
alla AP prolungala al di sotto del punto A , verso p, essen- 
do negativi ad un tempo il s^no ed il coseno dell' arco che ^t 
corrisponde , a computarli da M , cioè le y e le ;r 3^ 1' ^^* 
zione per essa prenderà la forma 

— 7 ^ — hx 
cioè y z=z kx 

identica a quella per V altro ramo superiore AP di tal t^ 
ta } ma però per le ordinate p4 ascisse del pari negative^ 



JìtX tfttiMzJòiie g$&melfk4 125 

37tt. Da ciò intendoofti le dMominazieni date dagli aoalU 
ali a' quattro angoli , che fonnano tra loro gli asai coordina* 
ti XX',TY^9 cioè a ciascun di quelli compresi nel primo qna« 
drente MN , di angolo deUe a$ci$se ed ordkuUe positive ; nel. 
aecondo NR , di angolo dsUe ascisse negative ed ordinate po^ 
sitive ; nel terzo RS , di angolo delle ascisse , ed ordinate n^ 
gative. Fbalmente nel quarto SM di angolo delle asdsu pò* 
sitive ed ordinate negative. 

271 • Adunqae 1' equazione ad una retta, che patta pel 
principio delle ascisse , viene generalmente espressa da 

y Tfz it ksp 

corrispondendo il segno 4* ^^^ ^^^ ^® ^^® ^ primo e 
terzo quaAranle, il— all'altra che cade nel secondo e quarto. 
272.Dalle precedenti considerazioni risulta evidentemen- 
te assegnata la regola pe' segni , che corrispondono alle a*, 
«cisse ed cNpdinate di una retta , o di qualunque linea cui^ 
va j senza esservi bisogno di ricorrere alla nozione di oppo« 
aizione di sito , attumendola come principio , senza dimo- 
strarlo ; che anzi un tal principio potrà derivarsi appunto 
dalle precedenti considerazioni , che ridurremo nella ae- 
guente 

REGOLA. 

Se davn punto j e sopra una retta di sito condncinsi apren^ 
deve le ascisse positive per un dato verso; le negative dovran^ 
no prendersi sulla stessa retta y e dallo stesso punto j nel ver^ 
so contrario. E se le ordinate dal verso superiore ad essa retta 
si considerino come positive y yieUe dal verso opposto , (noè al 
di sotto della medesima^ dovranno prendersi negativamente* 

273. Or suppongasi che il principio delle ascisse per la 
retUpAP [fig.30J\ della equazione 

y = kx (1) 

passi in B , nel verso delle ascisse positive , alla distanza 
AB =3 a dal principio A già stabilito , e che aveva dato luo- 
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go i qiietl*«qiitioM ; è dibro dManuit tim le asciue pri- 
nilive AD ( «r ) e k Boote BD ( j/ ) f eqmaeae 

e peiè r eipiiiiiM (1) praderii k fism» 

Il eMtrario iTverrebbe sa il aeow prin^ia dette ttciue 
n prendeMe dalla perle dette s Mgatife y eone is B', ad 
qaal caso essendo k AD ssBD — fi% cioè x cs j/ — «^ 
r efoasioee ( 4 ) prenderà k ibrma 

E si Tede che nel primo diipMMiti doe oasi ^ qoaado b 
j^ st 9 si abbia jc'ss-^a^ e od seeoado j/ S3*t* e; 3 
cbe rieeodeee k regok stessa poc' ansi data pe'segai dollas. 

274. Che se l'eqniioM fosse st«U atta Py ^e^piadi 

eoa lo stesso rafìoaaDisnto si sarebbe rife?afto per k aipvs 
eqoaaione rifsriia al prìocipio B^ dette aaeisse 

jr = -A(a^+i.) 
€ rifereadok al priiMàpio delle ascisse B , 

jra5-^*(a:'— a) 

275. Sicché l'eqaazioQe ad una retta riferita ad no pr^- 
eipio di ascisse x diverso dair iocoiitro d^li assi, e disiaste 
da questo ponto per ± a, verrà espressa nelle quattro bm» 
sdenti 

^ =5 k^xJ^d):sz kx + ka 
jr zsz i (a: — a) = kx ^^ ka 
j z=z — X:(a;-f-a) =; — kx -^ ka 
j^ =5 — k (x— a) 2= — Aa; + A:a 

E quindi, indicando ka con h , essa verrà generalmente eoo- 

presa netta Ibrmek 

y^±kx±h 

276. Ma come che le considerazioui a (arsi suHa medesi' 
ma sono sempre le slesse , eommN{ae si prendano i segni ed 
secondo membro ) però U esprìmeremo nella soh ferms 
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277. E da osse rìtaltay die il torto temile h wok Tilgft 
a canbittre , che il solo prineipio delle eseisse , rimaneBda 
le stessa la posiuone relativa della retta rispetto Of^li assi ; 
e però che tutte le eqvatiom che afahiaiio lo stosso coeffi* 
ciclite per la x appartengano a rette parallele fra loro • 

278. È tmìò aoehe \ intendere , die a stobìUfe il sito 
ddla rette priauttya delT eqnasione 

y ^ kx 
basti la sob ooooscensa di k (264.) ; poiché essa parte dm 
un ponto dato , eh' ò il principio ddle asdsse ; nentre a 
stabilir qodlo di una rette rappresentete ddV eqnasiooe 

y wz kx ^ h 
bisogni conoscere oltre l'angolo d' inelinasiooe all' asse del* 
le 0? ) ancora il ponto oV essa F incontra , il qnde si deter-* 
oiinerii beilmente col soppcNrre la jr s: o ; dT onde si otticM 

a; ss — -T- : cioè che un vn tei ponto d' incontro disterk da 
quello dell'intersezione degli assi perla quantità -T->eper 

quel Terso che ne indicherìi il segno dU -r-risnltento da qnet 

li ond' erano affetti it ed A adi' equazione alla rette ; giuste 
la r^ola di sopra date (272). 

279. Poste le precedenti generali considerazioni per la 
foma dell' equazione alla rette , passiamo ora ad esamina- 
re le modiBcttsioni eh' essa rteere per le diterse condizioni 
che le se appongono. 

E primioamente suppongasi , che la rette dell' equazione 

JZS& kx-\rh 
debba passare pur un dato punto deUe coordinate « 9 ^ ; 
onde si abbia per esso x^sm^y^fi^ e però l' equazione 
alla rette in tei punto si trasmuterk in 

=3 A» + A 
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d' onde A ac /$ — ^ 

Tale a dire , che tal retta incontra V asse delle y alla distan« 
za /3 — A'A dal principio delle ascisse (273) . Qoindi sosti- 
tuendo tal quantità in luogo di h nell' equazione generale di 
sopra esposta , questa rimarra trasmutata nell' altra 

la quale rappresenta in conseguenza una retta , che passa 
pel punto delle coordinate a^ /3 , e fii colV asse delle ascis-* 
se un angolo la cui tangente è dinotata da k* 

280. E colendo geometricamente ottenere la precedente 
equazione , tirisi pel punto dato B [ /2^. 3^. ] la BR paral- 
lela all' asse AX , si avrà 

MR : BR :: k li 
maè MRsMN~BG=cjr — ^ 

BR = AN ~ AG a or ~ « 
Si a^rh dunque la proporzione 

jr — /3:a; — fltt: k ii 

dalla quale si ottiene la stessa equazione di sopra* 

281. Da ciò risulta , che T equazioné'alla parallela tirata 
pel punto delle coordinate « , /3 ad una retta dell' eqQazioa0 

y sska + A 
dehba essere (277) 

282. Se la retta espressa dall' equazione 

jr — /3 = A- (ar — «) 
passar dovesse per un altro punto dato B', delle coordinate 
a', fif ; Bieche rimanga interamente determinata nel sito , sa 
avrà la relazione 

/^-/^«^(a'-a) 

ef ^^ B 

e però k = -; !- j ond' è che V equazione alla retta , che 

passa pe' punti ddile coordinate »j fiy a'^ fi' sarà 

jr_^=^ E(a:-flt). 
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283.11 che potrebbesì ancora geometrioameDte comprota-* 
re nel seguente modo. 

Sìa LP la retta , che passa pe* punti dati B ^ B' delle 
coordinate » , /3 ; »% fif. Condotta per l' un di essi la BQ 
parallela alla ÀX, sarà 

BQ = CC'=«' — », 

Or sieno AN , NM le coordinate di qualunque altro punto Sf 
della retta BB^ La BQ incontmdo la MN in R , sarii 

BR = ^ — » . 
Quindi essendo , pe' triangoli simili BRM , BQB' ^ 

MR : RB :: B'Q : QB 

ed in simboli 

j^ — /3 : a? — » :: /5' — /3 : a' — flt 

si STTìi per V equazione alla BB' 

/3' — 3 

284. Con. Che se prendasi nella medesima retta un altro 
punto B" delle coordinate a", /S", essendo i punti B,B',B" 
per diritto , doyrìi aver luogo T equazione 

^ — /3 _ ^'- fi 
9/ ^^ % af' — 01 
che riducesi a 

/3 («' _ «") +/5'(«" — »)+ /3"(* — »0 = ^ 

285. Or se Togliasi 1' espressione della retta interposUl 

tra' punti dati B,B', cioè della loro distanza, essa si ha e?i« 
dentemente nella formola 

286.Che però, se diventi zero il primo dei binomii sotto 

il radicale , la distanza de' punti sarà rappresentata sempli^ 

cernente da p' «— /3 , ed essi dovranno quindi trovarsi nella 

perpendicolare all' asse delle x\ se al contrario sia zero T 
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akro binomio j8'— fi^ tal distanza verrii espressa da «'— cil^ 
ed i ponti si troveranno nella parallela a quell' asse. 
Il che poteva anche rilevarsi dall' equazione 

Poiché divenendovi zero V 9/ — oc» e facendosi però infinita la 
tangente dell'angolo, che la retta di essa equazione forma con 
r asse dell' ascisse , ciò dinota, che la medesima gli sia per- 
pendicolare ; mentre al contrario, essendo zero /9^ *— /3, Te* 
quazione vedesi ridotta ad j^ = /3 , eh' è per la parallela al- 
l' asse delle X alla distanza /3 (261 .)• 

287. Sostituendo nell' espressione della BB', invece del- 
l' un termine quadrato sotto al segno radicale , quello , che 
le corrisponde nell'altro di essi, per l' equazione ottenuta nd 
§.282 

si avranno i due seguenti valori razionali della BB^. 

].B'=o,'_(,)-ivfH*-)=r/s'-?;^=^(^- A) 

BB'=(«'— flt)\/(1+A*) = (*' — o)$cg.(^ 

dal primo de quali si ha il valore della distanza tra due punti 
dal conoscersi solamente le loro altezze , e \ angolo in coi 
la retta per essi incontra la retta di sito cui riferisconsi qud- 
le altezze ; e dall' altra si ha quel valore dal conoscersi un 
tal angolo , e la projezione delb retta tra que' punti • E que- 
sta seconda espressione può riescire utilissima neltraltare a- 
naliticamente le quistioni geometriche nello spazio. 

288. Orsieno y ^ kx ^ h 

le equazioni a due rette LP, QR [/I^.JJ.] riferite agli stessi 
assi, inclinandosi a quello delle ascisse l' una LP nell' angola 
9 della tangente k y 1' altra QR in quello ^^ della tangente 
k' \ che però non essendo parallele , dovranno incontrarsi. 
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E dovendo nel paolo Y^ del loro incoiitro aver comuoi U 
coordinate AX' , X^Y', cioè esser \^ xzszx\ y=:y y si a- 
Tran DO però di esse i rispettivi valori 

*~*— r ' •^~ k^k' 

289. E se svppongasi una terza retta dell' equazione 

f = ** V + K' 
questa intersegherà la prioun nel punto delle coordinate 
_ h''^ h _ k"h ~ k"h 

^^ k — *'^ ^ y— k^ k" 

Che però volendo , cbe questo ponto d' intersezione sia K> 
Qtesso di quello delle prime due rette, è chiaro dover essere 

h'—h _ hf'-^h 

k—kr ~ k—k" 

Ih' — k'h _ kh'' -^k'^h 

k — k' ~' k^h!' * 

eiascuna delle quali equazioni svituppata , e ridotla condur- 
n , come doveva avvenire , essendo esse \ una conseguenza 
dell' altra , alla medesima equazione 

A(A" _ k') + h\k — k'') — h'\k ~ AO = <> 
eh' esprime la condizione pecche tre rette s' inlerseghino io 
uo medesimo piviU>.. 

290. Volendo determinare l'angolo LY'Q, cbe le due rette, 
forman fra loro, è chiaro esser questo la differenza degli an* 
goli Y^QXy YXX, ne' quali inclinaasi respetti vameoie al^- 
X asse delle HscÌ3se '^ chi; però essendo k\ k le loro tangenti> 
e dinotando con i quella dell' angolo corcato. LY'Q-, si avrà 

_ k'—k 

291 .Che se al contrario fosse noto \ angolo LY^Q, io cui 
r una retta QY^ inclinasi sJf altra tP , e sì cercasse \ equa- 
zione di quella. 

Prendendo dtlh precedente eq^uazi^e il valore *^' 
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, t + k 
che sarà «r == . v 

l' equazione rìschiesta , per la retta Q^T sarebbe 

292. E se la retta QY^ passar dovesse io oltre pel puata 
delle coordinate q& , /3 , la sua equazione diverrebbe 

293. Che se 1' angolo LY'Q fosse retto , divenendo iofinn 

ta la < ( Trig. $. 23. ) il fratto Ì±^. ridorrebbesi a— ^ , 

e però le equazioni precedenti ^ che divengon quelle della 
perpendicolare alla LP y si trasmuterebbero nelle altre 

Ma tali equazioni possono ottenersi piU geometricamente 
nel seguente modo. 

294. Essendo retto Y angolo LY'Q [ flg.34. ] , V angolo 
Y'QL dovrà esser complemento dell* altro Y^'LQ ; e però es- 
sendo k la tangente di questo, quella del primo dovrà essere 

-r- y quindi — -7- l'altra del suo supplemento Y'QX 

( Trig. §. 23, ) , cioè dell' angolo che la Y'Q fa coli' asse 
delle ascisse; laonde l'equazione di quella retta risullerà 
della forma poc' anzi stabilita. 

295. In oltre le coordinate del punto d' incontro della per^ 
pendicolare con la LP saranno le ridotte dal $- 288 cól so- 

atituire ••^ -r- a /:% e perà le seguenti 
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Dalle quali rimane determinalo quel prato X incontro. 

296. E volendosi la grandezza della perpendicolare alla 
retu deir equazione 

yi::^kx + h 

tra il punto d' incontro poc' anzi assegnato , ed un altro di 
essa perpendicolare delle coordinate «,P, bisognerà sostitui- 
re nella formola 

^((x — )-+(/-./3)') (285) 

le eqoÌT«ilenti espressioni per x, y^ poc' anzi riavenate . 

Or in tal caso la quantità * — • = . , , . ■ — » di- 
viene *^ — *^ "" * ~ * , nella quale essendo , per T «• 

quazione della perpendicolare dal punto delle coordinate «A 

*|3 = - » + M' (293) 

faceodo tal sostituzione si ha 

it( /3 — Jt» — A ) 

*-• = — r+T 

e similmente si troverà 

_ 13—*» — A 

delle quali quantità fittane la sostituzione nella formola 

^((*-.y+(j'-/3).) 

e poi operandovi le convenevoli riduzioni , si avrà finalmen^ 
te , per espressione della lunghezza richiesta. 

V0+*0 
297. Ma questo risultamento può ottenersi con maggior 
semplicità) ed eleganza riflettendo , che nel triangolo rettan* 
golo BCY' r angolo in B [fig.34.'ì compreso dalla perpendi- 
colare 9 e dair ordinata del punto B sia lo stesso dell' ango- 
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Iq ^ f the la retta proposta iSat colFasso deHe ascisse (77) ^ é 
però si arrìi ( Trig.74. ) 

seg.B 
Gò posto essendo a: = ok 1' eqnazioiie alla BG ^ 

ed jr s= A:a; 4- A quella di PL ; 

nel punto d' incontro C si ayrà 

^=CG=A0e + A. 
Quindi BCc=±BG — CG»/9--(^ft + A); 

edèpoi scg, ^ = V (1 + tang.^f ) = VO + *') 
Risulterà dunque 

BY'«tli^fLtiì 

Vi +*• 

298.Ritomando alle espressioni delle a? , ^ pel puuto S 
incontro di due rette rilevate nel §.288. Tedesi, che essendo 
k = k', debbano risultar infinite le x ^y^ dal che si sco^e, 
che le rette debbano in questo caso esser parallele fira loro, 
come si ha da^li Elementi di Geometria ; poiché tali das 
rette &' Inclinano sotto angoli uguali all' asse delle x. 

299. Ma prima di lasciare quest' argomento , che abbia- 
ino cercato esporre nella nianiera piii elementare , che si 
poteva , accenneremo brevemente qualche cosa per le prece- 
denti equazioni alla retta^ supposte le coordinate obblique. 

Sia dunque f \ angolo in cui inclinasi la retta ^L [f.55.] 
air asse delle a;, e d quello degli assi/> delle coordinatei cioè 
YÀX ; condotta da H la HF parallela a quell' asse , ed ijidi- 
cando la HA per h , si avrà 

MF = j. — A , HF =» x 

«figf.YAX =3 ang. YHF =s 

an^.MHF =? ^ 

ang.màF z=z YHM c=, © _ ^ 

e p^ò essendo nel triangolo BMF ( Trig. $.77. > 

MF : FB :: sen. <p : sen. ( 6 — (f ) 

cieè y '^ i :x=;: sen.^f : gen.( .^ (j> ) 
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ù oKerrìi però V equazione di PL 

( ^ — A ) sen.( fl — ^ ) = r sen.9 

sen.f , 

o sia y = ^^ ' g + /*. 

•^ seii.(6 -^ ) 

E se pongasi per hreriUi il raj^porto costan te . . = A 

scn.^O"""^^ 

la precedente equazione prenderti la stessa fi>nna finora con* 
siderata. 

in cni però IaX:non più rappresenta la tangente trigonometrica 
dell' angolo onde la retta inclinasi all' asse delle ascisse , co< 
m' era per lo innanzi ; si bene il rapporto dei seni degli anr 
gali j eh' essa fa coW asse delle ascisse , e con quello delle or^ 
dinate ; e questo rapporto tomerk ad esprimere una tangen- 
te quando un degli angoli sìa complemento dell' altro , cioè 
quando V angolo degli assi fosse retto • 

300. £ sarìi &cile modificarla per tutt' i casi precedente- 
mente considerati ; e rilerame ancor quelli ne'quali essa non 
cambj di forma , quando ciò non riesca avvertirlo diretta- 
mente y come avviene , per esempio , per V equazione alla 
retta, che passi per un punto dato (280), e sia ancor paral- 
lela ad una retta data, o pur passi per due punti dati (283.). 

301. E volendo la distanza tra questi riferita alle coor- 
dinate obblique sotto V angolo , è manifesto eh' essa ven« 
ghi espressa {Trig. §. 79.) da 

^^(x — »)*+(y — ìB)' — 2(*— »)0r — /3)cos.e) 

302. E ciò può bastare pel presente argomento , di cui 
pìi appresso si vedrìi in che modo convenga Usare nelle ri- 
cerche geometriche ^ sia teorematiche , sia problematiche. 
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CAPITOLO TI. 

FaUTICOLAIII AETIFIZJ »BE 14 COSTRUZIONE DELLA 
EQUAZIONI G0EPLE8SE ALLA EETTA. 



303. Si è già Tedoto, che la forma nella quale dee preseiH 
tarsi r equazione alla retta sia generalmente 

y zsi k X -]; h 
e si è pur mostrato come essa debba geometricamente Gostrur^ 
si, cioè esibirla in effetto da' suoi determinanti k^ h (266.)« 
Or le quantilì A:, h risultano talvolta , sia per gli apparecchi 
geometrici y che ha bisognato praticare per perTcnire a deri- 
varle da altre date , sia per le operazioni del calcolo alge- 
brico a ciò occorse , sì complesse , che troppo lunga , e no- 
josa riescirebbe la costruzione dell' equazione ottenuta , ed 
assai inelegante la soluzione del problema , che V ha aommi* 
Distrata , da doverne però abbandonare ogni pensiero • 

A rimuovere siffatto inconveniente stabiliremo le seguenti 
considerazioni. 

304. Suppongasi un'equazione complessa qualunque ad una 
retta ridotta nella forma 

(A + B)j^ + (^C + D) a? +(M + N) =0 (i) 

ove A-^B,C-^D,M-f-N rappresentino qualunque po- 
linomii, che arbitrariamente sìensi scissi ciascuno in due par- 
ti : è chiaro , che essendo indeterminate le a; , ^ , si potrà 
prender per \ una un qualunque valore, non escluso il zero^ 
o pur che sia rappresentato da una relazione arbitraria , e- 
spressa da 

Py+Qx + R = o (2) 

la quale per nulla contraddice all' equazione proposta ; ma 
solamente valendo combinata con quella a determinare le ^^i 
Don farebbe altro , che assegnare quel punto ove le rette e- 
spresse dalle equazioni (1) , (2) s' intersegano. 
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30S.CSomiiiciaroo dal supporre licaTata tal relatione da ter^- 
mimi della stessa equazione proposta , e sia essa dinotala da 

A/ + CLr + M = (3) 

M deriyerà per conseguenza ancor V altra 

Bj «f Dar + N ss o (4) 

Or di queste due relazioni , esprimenti due rette , co- 
stmendone ciascuna, rìnuirranno determinati dall' incontro dt 
esse i valori delle x ^y ^ i quali dovranno corrispondere ad 
un punto della retta dell' equazione proposta. 

Siccbè operando su' termini delF equazione stessa un qua- 
lunque altro arbitrario scindimento, come di 

A/ + Cx + N = a (5) 

Bj + Dar + M = (6) 

o in qualsivoglia altra guisa , e però ottenendosi dal co* 
struir queste novelle equazioni un altro punto della retta cor- 
rispondente alla proposta , una tal retta risulterebbe geome- 
tricamente assegnata. 

306. Ed il qui sopra esposto potrebbe ancora verificarsi 
ricavando dalle equazioni (1) , (3) , (4) , o pure dalle (1) , 
(5) , (6) r equazione di condizione di cui è stato detto nel 
$. 289 ; lo che tralasciamo di fare , riducendosi a puro , e 
sémplicissimo calcolo. 

307. Nel caso, che si fosse supposta la Xy o la j uguale a 
zero y V altra delle relazioni sarebbe stata 

(A + B)^+M + N = o 

(C + D)a:+M + N = 4^ 
e nel primo caso si sarebbe avuto per un de' punti della ret- 
ta quello ov' essa intersegava V asse delle y , neH'altro quel- 
lo ove intersegava V asse delle x : e se ad un tempo si fos- 
se fatta r una , e poi l' altra di tali supposizioni , i punti po- 
c' anzi detti avrebbero fissata a dirittura la posizione della 
retta, che rimarrebbe però per tal modo costruita.Ma la scel- 
ta di queste relazioni dipende dalla sagaeia , ed esperlezzn 

dell' analista, ed i problemi, che in appresso recheremo, ove 

11 
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questo metodo Terra adoperato , e qadlt , che oceorreraiuio 
negli Opuscoli , serviranno a confermare ciò , che abbiamo 
accennato , ed a sviluppare nelF animo de' giovani analisti 
lo spirito d' invenzione per la scelta di questi mezzi piìi 
opportuni y non potendosi ciò con regole stabilire. 

308. Lo slesso modo di costruzione potrìi usarsi , se Te- 
quazione appartenesse ad una retta parallela ad un degli a»* 
ai , ed espressa quindi nella forma 

(A + B)j. + (M + N)=o 
Poiché assumendo un' equazione arbitraria in x ^y ^ che si 
slimi la pili propria, affinchè combinata con la proposta ne 
risulti r altra dalla cui costruzione , e da quella deir assun- 
ta si abbia un punto della parallela y risulterà cpstruila an- 
cor questa » 

309. Ma prima di recare un qualche esempio atto a diluoi- 
dare 'il precedente modo di costruzione, non sarà fuori pro- 
posito , poiché esso è la prima volta , che si vede esposto in 
forma didascalica , di addurne in comprova una dimostra- 
zioue diretta , ricavata dagli ovvj principj su'qttali sono fon* 
dali i metodi delle eìimnazioni delle inoognile. 

310. Rilevasi da questi , che comunque combininsi due 
equazioni a due incognite, quella che risulta, e le altre suc- 
cessive , che da novelle combinazioni otlengonsi , debbano 
serbar sempre per le incognite gli stessi valori. Adunque se 
le primitive equazioni rappresentassero rette, le espressioni 
risultanti nel modo anzidetto , sebbene esprimeranno ralle 
diverse da quelle , dovranno però queste intersegarsi tutta 
in un medesimo punto , sicché a tutte le intersezioni di esse 
rette due a due debbano corrispondere le stesse coordinale ; 
che però scegliendo due qualunque delle equazioni a tali ret- 
te , le più semplici j e costruendole effettivamente , il pun- 
to della loro intersezione si apparterrà a qualunque altra 
delle rette di quelle equazioni • 

311. Cosi rappresentando 
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A/+ Bjc + C = a (1) 

\ equazione ad una retta, ove i coefficienti A > B, e 1 termi- 
ne noto C sieno eqireasioni A complesse , da renderne diflt- 
eile la diretta costruzione ^ assumendo un' altra equazione 

a^ + ij? + e = (2) 

ad una retta riferita a' medesimi assi , ove taluna delle ayb^c 
può ancora esser zero , e prendendo la somma, o la differenza 
di queste equazioni, ne risulteranno le altre due 

(A + a)j. + (B + O^ + (C + c) = (3) 
(A — a)/ + (B~A)j: + (C — c)=;:a (4) 

le quali esprimono due nuove rette , che debbono interse- 
garsi con le (1) , ("2) nello stesso punto: che però se costrui- 
scasi V intersezione dì esse tra loro , o pur dell' una di e$se 
con la (2) , prendendo la combinazione di più facile costru- 
zione , dovrà risultarne un punto corrispondente alla ret« 
ta (1) .Ed assegnando nel modo stesso un altro punto delU 
retta proposta , assumendo un' altra equazione, la medesima 
rimarrà completamente determinata . 

312. A rischiarare ciò > che finora si è detto, può bastar 
re per ora il s^uente 

E 9 E ■ F f o^ 

3l3.Debbasi costruir la retta, espressa dall' equazione* 
(ac — bd )y — {ad — bc) x ^cd(^a — A) = <i (^ 

Assumasi per relazione arbitraria la seguente 

(flc + W)j — («J + ic)x + ed (a + *) = (2) 
8.i avrà prendendo la ^omma , e la differenza, delle du&equa,-^ 
xioni(l) , (2) , (atte le convenevoli riduzioni ^ 

£y -^ <fe -|» crf = 0. (3) 

rf^ — ex 4- crf =5 (J^y 

le quali equazioni essendo di semplicissima forma ^ e però dà 
ovvia costruzione, daranno ucL segus^nle modo un punto d'eUk 
leltadell equazione (1)ti. 
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Dall' eqoazione (3) 
per y =^ 81 ha s ss e 

e per x :;=; o . , . ^ y ^s "^d 

e però supponendo essere OX^OY [fig.36.^ gli assi coordina- 
ti y prendasi nel!' asse OX, nel verso delle -f Xy la OD zs e , 
e snir asse OY, nel verso delle —y^h OH zzd *y sarà HD 
la retta corrispondente all' equazione (3). 

Similmente per l'equazione (4) 
per y ^ ^ ^ta x z;z d 

e per a: ;;=; o , . . . ^ zs; — o 

e quindi tagliata nel senso delle ^ x la Oi=:?£2 = OH, e 
nel verso delle — j la OA :;=; e =; OD , si avrà la retta dh 
deir equazione (4) j ed il punto P d' intersezione delle rette 
BD (3) , ed hd (4) sarà un punto della retta (1). 

Or prendasi per seconda relazione arbitraria la seguente 

acy 4* hcx — bcd :;;z o 

Che sottratta dalla proposta dà \ altra equazione 

Idy + odx — wd =:; o (5) 

e queste riduconsi alle seguenti 

ay -^ bx ^^ hd =5 o (6) 

by '\' ax — ^ oc ';;:^ (T) 

la costruzione delle quali si otterrà come precedentemente ; 

cioè essendo j dalla (6) 

P^r y ^ y X ^ d 

bd 
e per x ^s^ o . . . . y ^^ — 

•^ a 

e trovandosi già tagliata sali' asse delle +x la Td^dy 
prendasi in quello delle +^ la OK =5 — , cioè terza pro- 
porzionale dopo a, by dy congiunta la dh sarà questa la retta 
deir equazione (6). 

In oltre dall' equazione (7) si ha 

P^ y ^ j a: ;;= o 

ao 

^ T 



« per a: ^ Q ^ , . . y 



•d aTendMi gik wll'aate ddle x b OD ss e , taglisi ra qad- 

lo delle «f jr la OB ;= -j^^cioè lena proporzionale dopoi,a,C; 

la retta BD corrisponder! all' equazione (T) ; ed il punto p 
d' intersezione delle rette dA^ DB ne dovrà dinotare un altro 
appartenente alla retta della proposta equazione (1). Laonde 
una tal retta sarti la 1^. 

314. Questo argomento y sul quale, per difetto nelle dot- 
trine algebriche, e geometriche, sonosi veduti cespicare ta- 
luni nostri noYelIi professori , verrà in appresso rischiara* 
to da altri opportuni esempj , alV occasione di problemi la 
cui risoluzione ha condotto ad equazioni, che esigevano co- 
testo metodo di costruzione *• Ed esso verrà reso ancora piii 
agevole , mediante altri principj algebrico-geometrici , che 
in appresso stabiliremo. 



* Si pdrà da om riicimirure aìl uopo la tcluzione éUganiùrima data 
dal rig. Nicola Uruii ddfnhUma i iscrivere io una sezione conica un 
poligono eoi lati tendenti a punU dati. ( f. produzioni rOaiioo al pro^ 
$famma ce») 
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CAPITOLO yiu 

Pel cerchio codsxdbrato comi vii luogo gkohevhico ^ 

S PSIrLà SUA COmiNACIONK COIf QUA UTTA. 



31 S.Siccome la $ola definizioiie della linea retta ci ha co»* 
dotti alla aoa equazione, cosi la sola definizione del cerclÙQ 
ne offre Feqnazione ad esso. Poiché ponendo per gli assi dd- 
le coordinate due diametri V mi V altro perpendicolari , e 
prendendo per principio delle x y come naturalmente si pre- 
senta 9 il panto fisso dal quale debbono essere equidistanti 
taitti quelli della circonferenza , e eh' è \ intersezione di que* 
diametri , o assi , cioè il centro del cerchio t $i vede dover 
per ognuno di que' punti aver luogo la seguente equazione 

essendo ciascuna di quelle distanze espressa da y ^* -f ^^) 

ed y =r* — 0?' = (f + j;) (r — x) 

che coincide con la proprietà del cerchio incidentemente di* 
mostrala da Euclide nella prop. 14. El. II , e di proposita 
nel caso 2 della prop. 33. Ili , cioè , che : 

// quadrato della perpendicolare al diametro da un punta 
dilla circonferenza è uguale al rettangolo delle parti in cui ri-* 
mane il diametro da quella diviso. 

216. La semplice ispezione dell' equazione 

y' + x^^ r- 

fa pur vedere , che in essa possonsi scambiare le a; con le jr^ 
di pih , che se ^ :=? ) sarà/ ;7=±r,esear=:d:r, sarit 
^ =: a ; cioè y che nel principio delle x corrisponda la mas- 
sima ordinata ; e che V prdinat^ è zero ne' due estremi del- 
ie ascisse positiva , e negativa uguali al raggio y eh* è pure 
U massimia ascissa . Da che si vede ^ che una tal curva vien 
contenuta tra' Umili -j. r , e — r, si per fc vT , c|ie per le jr, 
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• che abbia però quattro parti i^ntiche racchiuse ne' q«aU 
Irò àiigoU degli asri. Ed è facile ancora rìleTame, che ad o- 
giii ordinata positiva debba corrispondere V uguale negati** 
▼a , sicché': 

•Ogni perpendicolare ad un diametro prodotta fino a divenir 
eorda del cerchio deve rimaner bisecala dal diametro stessè 

( 3-m. ). 

317. Che se il prìnoipio delle s s' intenda trasferito per r 
sul diametro corrispondente, cioè in uno degli estremi di es* 
so y è chiaro, ehe ciascuna delle nuove ascisse x' si farà ii« 
gusle ad X 4* y*) e però essendo x^=zx^ — r, l'equazione so* 
pra rilevata si trasmuterìi nelV altra 

j* _ 2nr' + x'" =B a 
eh' esprìme algebricamente la stessa proprietà di poc' anzi« 

318. Estendendo il caso particolare di cambiamento del 
principio delle x considerato nel §• antecedente, si potrà ge« 
neralmente supporlo dilungato dal centro per la distanza m, 
picchè ponendo af ^ m invece di x nell' equazione sempUcis^ 
sima jr* •^ a?* :=: r* 

essa prenderà la forma 

'wàsi 

y + a;'' + 2mx' + m' et r\ 
E potendosi nel cerchio, come si è di già detto, scambiare le 
jr Delle j: , sicché la stessa modificazione poteva ottenerii 
col porvi j^' 4*^9 invece di^ , l' equazione allora sarebbe 

y+x' + 2n/+n-=ir^ ^ (2) 

31 9. Finalmente se queste due sostituzioni si facciano con* 
temporaneamente , nel qual caso i nuovi assi delle x , e del- 
le j^ , rimanendo p|ralleli ai primi , cioè perpen4icolari fra 
loro potranno trovarsi o dentro , o fuori il cerchio , Y equa* 
zione al cerchio prenderà la seguente forma generalissima 
y + 2n/ + a/* + 2mjf + n' + m'=r' (3) 
ù , tohi gli apici I introdotti a solò oggetto di maggior àx^ 



iik% JMS invenzione gegmelricOi 

ttiBZXOQd 

y^ +2rty + »• + Imx ^fC ^m^T:zr^ (3) 
ed il priocipio delle ascisse sarà in tal cafiio distante dal cea* 

tro per la quantità V(''^* *^ ^')* 

320. La precedente eqnaiione generale al cerchio n a* 
Trebbe potato anche ottenere a diritturti da priqcipio , rife- 
rendo la curva a due assi ortogonali qualunque • Ed in vero 
dinotando con « , /9 le coordinate del centro rispetto a tali 
assi , e per x^ y quelle di un punto qualunque della circoli-* 
ferenza , si avrà la distanza di tali punti espr^sa da 

che dovendo pareggiare il raggio del cerchio , produrrà per 
esso r equazione 

cioè sviluppandola 

y ^ 2/3y + a:' — 2*x + i8* + flt* — r* = J 

identica alla già ottenuta nel numero precedente. 

321 . La differenza de'segni ne' termini affetti dalle y ^ x 
nelle due equazioni , non implica diversità tra esse , dipen- 
dendo solamente dal sito degli assi rispetto al centro , il 
che rende le ol, j(3, o entrambe positive , o pur negative , o 
r una del segno contrario air altra. E dal ragionamento fat« 
to nel 5* 319 , ognuno da se rileva ^ che le sostituzioni ese- 
guite pel cambiamento degli assi , di a? *f m , ed ^ 4* ^ ^^ 
luogo di Xy ediy potevano essere a seconda dei casi xiim^ 
eày ± n. Sicché in generale a qneWmini dell' equazione al 
cerchio può darsi il doppio segno^ e quindi esprimerla per 

{y±Py + {x±(^y = r* 
.0 pure sviluppandola 

/±2/3;r + a:*±2ax + /3' + *' — r' = o 
ove indicando ± 2)8 per B, ± 2» per C, e j3' + a' — r' per 
D 7 essa prenderà la forma nella quale suole generalmente e« 
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sprimenl 

y' + By + x' + Cr + D = 

322. Per Uiio dalla genesi delb precederti eqaMÌoae ti 
rileva, 1*9 che i teraiÌDÌ/% a?' debbua essere essenzialmente 
positivi, ed affetti dal ooefficieote I * ( 2*, che i termini Ifyy 
Cx , che contengono le prime potenze delle coordinate pos* 
sano fessere indifferentemente positivi, o negativi ; 3"*, e che 
r ultimo termine D sarà positivo se ^* + a* , che dinota la 
distanza del centro dal principio delle coordinate , sia mag- 
giore di r% quadrato del raggio y o sia se un tal principio 
cada fuori del cerchio, ed al contrario risulterà negativo , 
M /9* -f- A* sarà minore di r* ^ o sia , che quel punto cada 
dentro il cerchio . E poiché si avrebbe /8'+ **= r% e quin- 
di fi* 4- oi*-^r* =s O9 se il principio delle ascisse si trovasse 
sulla circonferenza del cerchio ; dovrìi in questo caso esser 
D c= , e r equazione generale prendere la seguente forma 

/ + B/ + X' + Gx = 

323. Passando T un degli assi pel centro , se fosse quello 
delle X , nel qual caso j3 = , si avrebbe 

ed essendo quello delle y , sarebbe a = , e quindi 

e però nel primo caso X equazione al cerchio avrà la forma 

j' + *• + Cx + D = 

* Vm H\ eamUrione efwtiuli a pMa di awr lo §i$$io eo^ciei^c j| 
«lenire <e t ef ueuioiie foeee a cagùm cT esempto 

ay' + aa:* + 6y + ex + d = o 

diiMa tuita jper a et ridutrebbe alla forma iuddetta 

• ^ é e t d 

»• + «• + — » + y«+T=^'' ' 

Ed i ancor mamfe^y che nelf eqwizione al cerchio non poua nuincari 
alcun de* termini y*, x\ cioè quelli , che contengono le teconde poterne 

eielle coordinate, 

12 
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nell' altra 

y^-By+x' + D^a 

che corrispondono alle già assegnate ne! $. 318. 

324. Ornd primodi questi casi è D = »* — r* ; e però 
se il principio delle ascisse cada sulla cnr?a ri avrii fl( = r , 
quindi D = • , e F equazione al cerchio diriene 

^* + x' — 2rr = 
t>ssia J^* + ^* + Cx = o 

e nell'altro caso , cadendo pur sulla curva il principio delle 
ascisse , si troverebbe essere 

y* — 2fy 4- a:* = 

^ /* + ^ + ^' = ^ 

325. Finalmente se ambedue gli assi passassero pel cen- 
tro , si avrebbe contemporaneamente a = o, /3=sO, e Te* 
quazione generale si ridurrebbe alla semplicissima 

/ + X* = r\ 

326. Dopo aver esaminata V equazione generale al cer- 
chio , e le forme diverse nelle quali essa può presentarsi, 
la prima considerazione , che ci si offre , è di conosccare in 
quanti punti una retta possa intersegare il cerchio. 

Sieno per tanto 

/ + B/ + a:* + Ct + D = a 
•ed j^ = Alx + A 

le equazioni rispettive a tali linee riferite agli stessi assi. 

Essendo ne' punti d' intersezione le a: , ^ comuni alle due 
\ lìnee , è chiaro , che V eliminata in x , o in ^ tra le equa* 
zioni al cerchio , ed alla retta , che risulterà della forma 

re* + px + 5* = a 
avrà per radici due valori della x corrispondenti a due pun- 
ti d' intersezione , se risultino reali ; e nel caso che sieno 
ancora uguali , tali punti si raccoglieranno in un solo y che 
sarà quello di contatto della retta col cerchio. 

327. Quest' ultima conseguenza conduce a risolvere il 
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problema di : tirar la tangente al cerchio per un punto dato* 
Presi a lai' effetto per as8Ì due diametri ortogoDuli , V e- 
quazioDe del cerchio sarà 

/ + x* = r* 
e supponendo , in primo luogo , che il punto dato M stia 
[ ftg'S7. ] sulla stessa curva ^ s' indichino con x*^ y le sue 
coordinate, e con k V ignota tangente trigonometrica dell' an- 
golo , che la richiesta tangente del cerchio fa con V asse del- 
le ascisse ; sarà 

r equazione per tal retta (280), che risulterà assegnata, e co- 
struibile col determinar la J: . Ad ottener ciò , s' immagini, 
che la retta (1) invece di esser tangente del cerchio lo inter- 
seghi in qualunque altro punto M' ; dinotando con ^S/" le 
coordinate di questo punto , l' equazione della retta , che 
passa pei punti M , M' , sarà 

Or se la retla MM' giri intorno al punto M, fino a confonder- 
si colla retta (1) , cioè colla tangente in M , gli angoli , che 
queste rette formeranno allora coti' asse delle ascisse diver" 
ranno eguali ^ e si avrà (282) 

ccr — x" 
€iò posto, poiché i punti M, M/ si trovano entrambi sul cer- 
chio , dovranno verificarsi le relaziona 

f + «"• = r" 
e sottraendo la seconda di esse dalla prima , si h^ 

che può mettersi sotto la IbrBMu 
Quindi per V equfluuLone (3) avremo» 
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g' + g* 

Óve facendo 

eome dev' essere nel contoito , risvUerìi 

Id tal modo dekermiBata la k ^ giaeebè k a;^ ^y noo sona 
che le Dote coordinate del dato punto M , 1' equazione (1 ) 
potrà esser cojstruita, e la retta , che ne risalta sarà U tan- 
gente cercata del cerchio nel punto M • 

328. Sostituendo per tanto il valore di k in (1), si ha per 
eqii^azione della tangente nel jpunto del cerchio , che ha per 
coordinate x* , y 

Ma quest' equazione può mettersi sotto una forma più cen^- 
plice , giacche trasportando V y nel 2* membro si ha 

•^ ^u y y 

ed è poi y^ -f x'* s= r' 

quindi 1* equazione della tangente diverrà 

y^-y-'^y 5(6) 

o pure yy ^ xxfzzz r* 

nella qual forma viene pih frequentemente us^ta. 

029. Adunque tirando dal punto dato M una retta ^ ch^ 
£iccia coir asse delle ascisse un angolo , la cui tangente, tri- 

gonometrica sia y y m^^\^ ^ ^^^ tpccherì^ il cerchio , e 

rimarrà cosi risoluto il problema proposto. 

33Q. Lo atesso pu{^ ancora piii elegantemente ottenni cor 
struendo. T una dell^ equazioni (6) , eh' esprime la retta me- 
dcsjima . In fatti passando essa pel punto dialo N[ , basta ^ 
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dftemiMrU assagnarae od altro pnto. Or ^mH' ccpraoue^ 
frcendori jrtna^, rìducesi ad 

' = ? (7) 

«dooqoe : La temgtvU meonàra f a$u dette aseùte ad «m« 
diUanza dal eentro terza proporzionale dopo T «scusa dal 

eentro ^ ed il raggio . 

331. GoBsiderandereqwinoBedclU Ungeste sotto la pri- 

IBa delle forne (6) ù lede (293) , «h* tua sia perpendicola- 
re alla retta dell' equazione 

la quale ^ eom' è cbiaro y passa pel pf iociiHo dielle ascisse , 
cioè pel ceatro, e per lo slesso pimto ( ^r*,/ ) *; Tale a Aire : 
I^fl tangente è perpendicotare al raggioy che passa pel coniaUo. 
332. C^e se il pmito fosse dato fuori della earta , il pro- 
blema della tangente rìmarrir risoluto dalla stessa eqoasioiie 
(6). In fatti chiamando flc,j3 le sue coordinate, ed afj f qneita 
del punto cercato di contatto , \ equazione della tangente in 
tal punto sark (3^8) 

E doTcndo una tal retta passare pd punto ( a», /3 ) , si avrk 

/?/ + «y = r- (8) 

o?e le af^y soqp iiicoguite . Ma poiché il punto (a:',/') è sul 
cerchio . si ha 

y* + a^'=ar^ (9) 

comb^aandoi dunque quasi' ultima eqqaaìone colla peecedlen* 
te si oUerranno ì valori dalle incogùte osf^y \ e ai avrà co* 
sì sul cerchio il punto corcato ( ^'9 y ) • Ib oltre dovendo 
\ valori di x% ed y ottenersi per equazioni di 2'' grado, do- 

* JIa fuk tppoMXt nsmmù ma tele oMinesiastoiie , fer iuiieurs il 
jntnio delle coordinale , eke^ gli eomsptmiam t dinotando per frima di 
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tranno però rìsulUhie due ponti di contatto ; e quindi dm 
tangentì potranno condursi al cerchio da un dato pwAo. 

333. Questi punti di contatto si potranno ancora ottenere 
con più faciltà costruendo i luoghi geometrici , che rap- 
presentano isolatamente le equazioni (8) j (9), V ultima deU 
le quali non è che lo stesso cerchio dato ; e l' altra, eh' è ad 
una retta , potrà divenire più semplice facendo passare un 
degli assi , per esempio quello delle ascisse , per lo stesso 
punto dato ; ed ayendosi per tal modo /3 c^o^ l' equauone si 

ridurrà ad a/ =: — 

eh' esprime una parallela alV asse delle ordinate, distante dal 
centro per la terza proporzionale dopo la congiongeate del 
centro stesso col punto dato, ed il raggio; il che ritoma alla 
proprietà della tangente il cerchio dimostrata nel §.330.Que^ 
sta parallela intanto segherà il cerchio in due punti (326) ; 
e le rette, che uniscono questi pùnti col punto dato saranno 
entrambe tangenti del cerchio • 

. 334. L' equazione trovata per la tangente del cerchio nel 
punto {pc',y) è riferìbile all' equazione dì questa curva nella 
(òrma semplicissima 

/ + «• = r* 
l\|(a se r equazione al cerchio fosse la generale 

J^' + B/ + x* + Co: + D =3 

pi troverebbe collo stesso procedimento , che V equazione 
della tangente del cerchio nel punto (a;' ,y) debba essere 

( 2/ + B )jr +(2:1;' + C )a? + By + Co/ +2D =? a 

335. Foste le precedenti considerazioni locali, delle qua-* 
li occorrevi usare nelle ricerche geometriche , che trattan- 
si col metodo algebrico , continueremo a dimostrate altre 
principali proprietà del cerchie , già note dagli Elementi ; 
onde si v^ga ancora la corrispondenza del metodo geome- 
trico puro eon quello che ora usiamo. 

336. Dagli estremi A, B di una corda del cerchio i infletè 
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lia&o a qualunque ponto C della ciré onferenza le AG ^ GB, e 
Toglìasi determinar l'angolo ACB . 

Preso a tal effetto per asse delle ascisse la stessa AB , e 
per qnello delle ordinate la perpendicolare ad essa nel pun- 
to A , si dinotino con » , /3 le coordinato del centro 0. 

L' equazione al cerchio sarà (322) 

^•_2/3y + «' — 2«ta:=o (1) 

ed indicando con jc^ ^y \e coordinate del punto C, le equa« 
xìoni delle rette AG ^ BC saranno rispettivamente 

osserrando cbe le coordinate del punto B sono espresse da 
2» y e zen) . Ciò posto calcolando (290) la taogente dell* 
angolo compreso dalle rette (2) , (3) , trovasi 

jwMto C , ttqtuunimt dtUa rtUa BC, du ptum per ftutH Spunti « 
modMala iuUa fonula 

9$po$ta ne{ $• 282 , $arMe 
€i» rUkeeH , eùm$ Pfpra , ^ 

éeih iiadi momia per Mfi cari iimili, giaeehè ne* riiuliammli non 
daremo da ora innanzi , che le etpreaioni eonvenoeolmtnte ridotte iuUè 
Immole > the ti ciUranno. 
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Ma troTandosi sul cerchio il ponto C ^ cioè il pnlo (a/| /), 
si ha dalla (1) 

e quiodi 

y» + ^c*» «^ 2*:c' a= 2/J/ 

si avrà perciò 

taiig. C s» -^T^ = -r 

d'onde rilevasi, che T angolo G sia di costante grandezxa^ o- 
vnnqoe prendasi il ponto G soli' arco ÀCB . In consegoenza 
Tìdii gli angoli compresi netta stessa porzione di cerchio 
Mono eguali fra loro. 

Ann 

337. Essendo tang. C = — =s tang. AOD = Ung. — 5— 

ne risulta ancora , che 

U angolo al centro t doppio di quello atta circot^erenza ^ 
poggianti svilo stesso arco ( 2(i.ELHI. ). 

338. Si è detto qui innanzi ovunque prendasi il punto C 
nelV arco jtCBj per essersi considerata nel calcolo come po- 
sitiva l'ordinata y del punto C; ma se questo punto si pren- 
da sull'arco ÀC'B, eh' è nel vc^so delle ordinate negative, la 
sua ordinata sarà essenzialmente negativa, cjoè-^y . £ 
dando luogo a tal modifica si avrà 

tang.C' = — y 

Vale a dire gli angoli nel segmento di cerchio AG'B son po^ 
re tutti eguali tra loro ; ma ciascun di essi 1' è sopplemMta 
degli angoli contenuti nel segmento ACB • Da ciò rilevasi 
per tanto, che : 

Gli angoli opposti di un quadrilatero iscritto nel cerchio 
sono , presi insieme , eguali a due retti (22. EIJIL)* 

, 339. Essendo j^ = —a; l' equazione del raggio , che pas- 
sa per A , quella della perpendicolare AZ elevatagli per 
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i|tte1 ponto y cioè la taagente del cerchio io A ( 293 ) y 8a« 

Tk y =z^ — X, quindi tang. ZÀB = — -^ tt tang. C . 

Aisiilta da ciò , che gli angoli ZAR , ACB sono egaali fra 
loro y al par degli angoli Z'AB , AGB . Vale a dire 

V angolo formalo dalla tangente , e daUa segante è quanto 
Tungolo posto nella porzione alterna del eerMo (32.£/.///.)«. 

340. Se la AB passasse pel centrO| cioè fosse on diametro 

del cerchìo,si aTrebbe in tal caso jSsso ; e tangX = — ^=^^9 



d' onde si ricava y che 

Ogni angolo nel semicerchio t retto (31 .£/•///•). 

3Ai .Or da qualsivoglia ponto A {fig39.]y dentro, foori 
di un cerchio si tiri comonque la retta AP , che incontri la 
circonferenza ne* ponti M,N, e si cerchi V espressione del ret* 
tangolo AMxAN in fonzione delle coordinate di que'punti. 
Ad ottenerla, presi per assi il diametro , che passa per A , e 
la perpendicolare elevatagli dal ponto medesimo y e dino- 
landò con k la tangente deir angolo MAX , e con ai'y x^' le 
ascisse de' ponti M , N ; la formola 

del $. 287 , darà 

AM = a:' V (< + *0 
AN = a;"V (1 + *0 
e quindi 

AMxANc:a^a/'(1 +*•) (<) 

Ciò posto chiamando a V ascissa del centro , V eqoazione al 
cerchio sarà 

ed essendo in oltre y t:s kx 

«piella della r^tta AM ; eliminando la^ tra qoeste due equa* 

Moni , le radici dell' eqoazione risaltante 

X* — - X 4- ■ zz o 

/a 
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corrisponderuno alle ascisse af^af'.E doifeDdo essere ti I<M 
ro prodotto quanto V ultimo termine , cioè 



a^x" = 



«•— .r» 



1 + ** 
sostituendo questo valore di x'x^' in (1) si a?r)i 

AMxAN= »• — r* 
da che vedasi essere quel rettangolo di data grandezza, qua- 
lunque sia l'angolo della AP coli' asse delle ascisse ; e però: 
Se da un punto dentro , o fuori del cerchio si tiri comunque 
una segante ; il rettangolo de segmenti di questa fra U punto y 
e la circonfe7'enza sarà sempre della stessa grandezza , cioè 
quanto la differenza de quadrati del raggio ^ e deW ascissa 
corrispondente a quel punto ( cor.^G.El.lII. ) . 

242.Cadendo il punto A fuori del cerchio, se avvenga che i 
punti M , N si raccolgano in uno , come in M', nel qual ca- 
so la segante diventa tangente del cerchio (326) : il rettan- 
golo di AM in AN si cambia in AM'* , che non cessa di es- 
sere uguale ad «* — - r* . Quindi : 

Se da un punto fuori del cerchio vi cadano una segante ed 
una tangente , il rettangolo d^ segmenti della segante , tra il 
punto y e 7 cerchio y pareggia il quadrato della tangente {^ZÒ* 
EUIL). 

343. Dopo aver veduto in quanti punti una retta possa in- 
tersegare un cerchio , esamineremo ancora in quanti punti 
possano intersegarsi due cerchi fra loro ; il che analogamente 
a ciò, che si è detto nel §.326. dovrà venir dinotato dal gra- 
do deir eliminata in y^o in x tra le equazioni a' cerchi pro- 
posti , le cui rispettivi equazioni sieno 

j^' + Bj + jc- + Cr + D =0 
/ + B'/ + a;' + Co? + D' = a 

Or tali equazioni essendo entrambe del V grado , a gin- 
dicame dall' ovvio teorema algebrico , che assegna il grado 
dell' eliminata , dovrebbe questa ascendere al V" grado • Ma 
perchè i termini^ che contengono le seconde potenze di /» 
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tà X y p€ff la natura deHe eqoazbni al cerchio , debbono 
essere affetti da coefficieoti egoali , essi si distraggeranao 
TicendeTolmente , aottcaeado V una equazione dalF altra ; ed 
ascenderti al 1* grado V equazione risultante in x, /, che sarà 
la qui appresso 

dalla quale se ricavisi il valore di y, o par quello di x , e si 
sostituisca in una delle precedenti , V eliminata sarà del T 
grado ; e però : 
Due cerchi non sinier$egano in più di (he punii^ìO.ELIIL) 

344. Che se le radici dell' eliminata risultino eguali, rac* 
cogliendosi in una le due intersezioni , i cerchi si tocche- 
ranno ; e quindi : 

Due cerchi non fi toccano in più di un punto (13. £/.///.) 

345. L' equazione generale al cerchio esibita nel §. 320. 
oltre le indeterminate x , y alla curva , per le quali ne vie- 
ne espressa la natura , e costiluilo di essa un luogo geome- 
trico 9 conliene ancora le quantità a, fi, che sono le deter^ 
minanti il sito del centro , e l'altra r, cioè il raggio , da 
cai dipende la grandezza del cerchio ; e queste quantità va^ 
rìandosi nella equazione generale , la fanno appartenere a 
cerchi diversi nel sito , *e nella grandezza. Che però , se vo- 
gliasi far corrispondere queir equazione ad un determinata 
cerchio , conviene che le tre suddette quantità prendane 
ad un tratto determinati valori ; il che non potendo avve* 
nire , se non per mezzo di tre equazioni dissocie *' , che le 
connettano fra loro , e derivino da condizioni appartenenti 
al cerchio , si vede quindi , che ad assegnare il sito , e U 
grandezza di un cerchio, cosi in g.enerale , come si è detto y. 
tì bisognano tre condizioni , come ^ per esempio y di dover 
passare per tre punti dati > o di toccare tre rette date y e quc- 

3te condizbni si nunoreranno di numero y secondo che sa 

* Cioì r aaa indiftndcnU iaU allrsL^ 
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ta da y :sz kx + A 

cqiriiiiaDo entrambe una medeiiina retta. Quindi messa 1« 

prima eq^nazione sotto la forma 

si afranno per determinare a , e /3 le relazioni 



«A 



e però » = — - «^ , /3 = -r- • Adunque la retta data ia« 
rii la locale ricercata nel precedente problema relativamen- 

-— -^ , j-'j . E da queste consideraziw 
ricavasi il teorema inverso del precedente , cioè y che : 

TEOREMA* 

350. Tirando da ciascun ptnUo di una linea retta data éS 
sito le due tangenti ad un cerchio ; le rette , che postano pe 
ricettivi contatti i intersegano tutte m un medesimo punto . 

351 . Laonde supponendo che sia BB' la xetta data , qae* 
sto punto si determinerà sul diametro perpendicolare ad es- 
sa , prendendosi dal centro la OP terza proporzionale dopo 
Op , e 1 raggio del cerchio. 

352. La relazione , che esiste fra la locale ^ e 1 punto ha 
meritato una particolare attenzione dei. geometri di tulCi 
tempi , come lo mostrano i Conici di Apollonio ^ e poi 
quelli del de la Hire , del Sìmson , e per ultimo ancora del 
nostro Fergola y tanto quelli geometricamente trattati (Corso 
geom. del Flauti vol.IIL) quanto gli analiticamente esposti 
( Trat. anal. delle sèz. con. ce. ) . Ma posteriormente si è 
data a quella locale ^ ed al punto correlativo un' acconcia 
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denomioazione , chiamando Y una polare rispetto al pantog 
e qoeato polo rispetto a quella retta . 

353. Ritornaiido ora sali' equazione 

olteouta per la polare relativamente al punto ( a , /9 ) , ti 
"vede essere identica a quella della retta fra' contatti delle 
tangenti il cerchio tirategli dal punto stesso ; e però Y un di 
tali problemi trarne con se Y altro, quando il punto dato sia 
fuori del cerchio ; mentre , supponendolo dentro di questo, 
essa ne assegna la sola polare ; poiché in tal caso non pos* 
sono esistervi tangenti, e per conseguenza punti di contatto» 

354. In oltre se paragonisi Y equazione della polare 

eoa Y altra 

della tangente il cerchio nel punto ( ^) >^ ) 9 si Tedrk , che 
da questa si ottenga quella sol che le coordinate del contat- 
to si scambitno con quelle del polo ; e però essendo , pel 
cerchio rappresentato generalmente da 

r equazione della tangente nel punto (^ , ^) espressa da 

«[nella della polare del punto ( 0^, jS ) risulterii 

355. Termineremo il presente articolo delle polari colla 
enunciazione de' seguenti principali teorenu su di esse , che 
flx deducono dalle dottrine finora esposte. 

1*. I poli deUe rette , che passano per uno sUsso punto p 
sono aUogati in linea retta • 

È questo per l' appunto il primo de* teoremi di sopra di^ 
mostrato ( §.347. ) . " 

11*. Le polari corrispondenti a punti messi in linea rettai 
£ intersecano in uno stesso punto. 

È r altro teorema del §. 350 : 
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in*, n punto dal quale liransi ai cerchi le due tangmUl ^ 
è il polo della corda fitC coniaiti • 

IT*. Za parallela condotta per quel punto alla reUa fràcon^ 
tatti , è la polare del punto medio di quetta. 

yr". La congiungente due punti , è la polare del punto (T thr 
contro delle polari de^ punti medesimi. 

Ti"*. E : L' intersezione di due rette è il polo della con* 
giungente i poli delle rette stesse. 

tu'*. Le polari de^ punti posti sopra un diametro sono pa-^ 
raUele fra loro . v 

Tiii*. Ed : Ipoli delle rette parallele trovand allogati nel 
diametro perpendicolare ad esse • 

356. Non «ssendo nostro scopo il dar cpi un trattato al- 
gebrico-geometrico delle proprietà del cerchio , bastert per 
un saggio di esso quel tanto » che se n' è finora indicato , 
dal quale potrà fiicilmente taluno , che il voglia , peryenire 
a svilupparne in simil modo altre proprietà già geomelrìca- 
mente conosciute , o pure dedurle per immediate conseguen* 
ze dalle indicate. 

Del resto avrertiamo i giovani a guardarsi bene dal crede^ 
re di potersi esimere dall' apprenderle , per prima loro isti- 
tuzione, in modo affatto geometrico, e specialmente studian* 
do gli Elementi di Euclide • E quello , che da noi si è qui 
operato , ha avuto solamente per iscopo di mostrar loro 
sempre piii la corrispondenza de' due metodi geometrico ^ 
ed algebrico , e di fare ad essi riconoscere col hìio Y esat* 
tezza de' rìsultamenti geometrici , che ottengonsi coi mebh- 
di algebrici . 
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CAPITOLO Tim 

SAMIO BI ÀmiCAZlOHE Di' Plllf CXPJ DI GEOHCTlIÀ Alf AtXTlCA 
raiCEDBlfTEMEllTE ESPOSTI AD ALCUIIE ftlGEECHB GEOHETEIGEE 



357. Sebbene la materia àe\Y ioTenzìoi^e geometrica , cho 
finora abbiamo trattata in due libri, non fosse , che prelimi- 
nare ad essa^ di cdi specialmente si dovranno esporre i prin* 
cipj , ed il modo di usarne nel seguente libro III. di questa 
parte 1 , pur tuttavia , la specialitìi dell' argomento di que- 
sti ultimi capitoli e' induce a qui recarne un saggio di sua 
applicazione ad alcune quistioni geometriche ; serbandoci 
ad estenderlo maggiormente in appresso, e nel luogo suo piU 
proprio. 

Le poche ricerche su tal propositOi che qui recheremo da- 
ranno ancor occasione a speciose proprieti del triangolo, del 
quadrilatero, e del cerchio, le quali concorrono ancor esse ad 
estendere V immensurabile campo della natura di tali figure , 
ed a somministrare altro materiale a nuove indagini. E talu* 
sa di quelle è a dirittura nuova , le altre sebbene ripetuta- 
mente trattate da illustri analisti moderni , si vedranno pur 
tuttavia pili semplicemente esposte , ed in un modo ancora 
fecondo di utili conseguenze ; da che rimane ancor giustifica- 
to il lóro inserimento in questo luogo del presente trattato. 

Sono poi esse anche tali da condurre a quel paragone del- 
l' un metodo con l' altro nell' inventar geometrico , da che 
dee risultar sempre piU convalidato il precetto da noi ri- 
petutamente insinuato a' giovani di non doverne trascurare 
alcuno, se il chiaro nome di geometri vogliansi a'nostri tem- 
pi meritare. Ed un tal confronto si renderà più eridente nel- 
le noti, corrispondenti, non avendo stimato conveniente d* in* 

terrompere per esso V uniformità della presente trattazione* 

14 
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PROPOSIZIONE L 



nOBLBlU< 



358* Date di grandezze le eangiungenti i verliei degfi an» 
geli di un triangolo compunti medj de* lati oppòsti eosimire il 
triangolo [ fig.44. ] • 



Li due assi ortogonali ^ toppoDgasi il triangolo ri- 
chiesto ABC costruito in modo , che od de' sooi Tertici A ca- 
da nel principio delle ascisse , e la congiungente di esso col 
punto medio del lato opposto coincida con questo asse , e 
sìeno E, F i punti medj degli altri due lati . Indicando con 

x'^y le coordinate del punto B, quelle di E saranno ^ , f 

Dicasi in oltre af' TaicisM di G , che ha per ordinaU 

— y • ; saraniio y , — ^le coordinate del punto F. In 

.fine se indichinsi eoa a , i , e le tre rette date AD , BF , 
CE, si avrà (285) 

)(i) 

E sviluppando qoeste equazioni , e sottraendo l' nna dall' al* 
tra si ha tosto 

«'•-*"-=^4( «•-*•) (2) 

Ciò premio l' equazione della BC essendo (282) 



'-V 



•/WAi « fmiito medio diBC irww tidee tMam MU aseùit, 
fmtdtnéosi pohHta V ordinata 4H punto B, qwOa dd mmto C in' t»- 
tn t$$t»fiafmmU nfgatita, -. 
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sortitneDdovi le coordinale del paolo D , che troTisi su di 
essa j e che son dinotate da a 9 e :tera , ne risalterà 

x'+a:"=2a (3) 

£ diyidendo ciasciio nemlNro di (2) per ciascun di qaeUi di 
(3) si ottiene 



e- 



(*) 



e dalla (3} , e (4) »t rieaverìi ioMiaalìaeoti 

'^"= IT-- 



3a*>4* + e* 
*^ Za 



O) 



Soft c|aesti i calori delle ascisse de' ponti B , C : nm per 

determinare compintasiente tali punii è d* uopa assegnare 

«ncora le loro corrispondenti ordìnate,cioè la solaj'; poiché 

quella di C è — y > da che il triangolo proposto risulterà 

costruibile combinando ciascuna delle- (1) co*" Talorì (ò). 

359 .Ma si perrertk a riaultamenti di piti agevole cósiriik 

Eiooe consideraoda le eq^uazioni delle BF , G£ ,. espresso^ 

vispettivamenle da 

3yi. 



«sua da 



r-^y^-^"^'-'"^ 

2af^9f' «* + «" 

y t ,„■ X III! ■■■fc ss. X 

rìdvQlemenle aoddi&iìuio Is cootdinai 
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^ + a/' 
jr = y X T=i — j— 

f ìoè 9 per k (3) , 

£d il primo Talore mostra , che le rette BF , CE s^ iotersegt- 
DO euU' asse delle ascisse ; V altro , che ti b' inters^aao a 

-7T- di a , cioè di AD , dal Tertice A. Or potendo egoalmen- 

te supporsi , che Y asse della ascisse coincida alla saa Tol- 
ta con ciascmia delle altre due congiungenti BF^CE , è chia- 
ro , che allo stesso risnltamento si perverrebbe rispetto ad 
esse prendendo per asse BF, o CE ; vale a dire che ciascuna 
delle rette OF^ OD^ OE è terza parte di ciascuna delle rette 
date BF, AD , CE. E però ne derivano per incidenza dimo- 
strati i due seguenti 

T s a E ■ I. 

360. I. Le ire rette condotte dai vertici di un triangolo ai 
punti medj dei lati opposti s'incontrano in un medesimo punto. 

364.11. E ciascuna di esse riman divisa in quel punto ntU 
la ragione di ^ ad i ^ a contar dal vertice. 

362. Or q uesti teoremi rendono piìi facile la costruzione 
del triangolo richiesto , imperciocché risultando \ ascissa 
AP (x') del punto B determinata dalla prima delle equazio- 
ni (5) , si eleverà da P la perperpendicolare , e '1 punto B 
segnato in essa dal cerchio descritto col centro , eh' è il 

punto in cui la AD è divisa nella indicata ragione , e col- 

2 
r intervallo OB =:^BF , sark 1' un de' vertici del triango* 

lo ; il quale rimarrà in conseguenza determinato . 

Per tanto a determinar la AP non è necessario costruire al- 
cuna delle equazioni (5) ; potendo ciò ottenersi dall' equa- 
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tiooe (4) , dalb quale si ha , 

sf — x" y — e* 
2 =-TC~ 

é qoindi BP =~ -^ j espresiione di facile eostronoDe. 

PROPOSIZIONE U. 

nOBlBHA. 

363. Daie h ire perpendicolari y che da vertici degU anr 
goU di un triangolo si tirano a' lati opposti , costruire il tri^ 
angolo [fig.42.^ . 

Le tre perpendicolari ai lati BC y CA , AB sieno rìspel- 
li?ameDie dinotate da a , i , e , cioè AE con a , BF con b y 
CD con e , e 1 triangolo intendasi costruito in modo che 
un de' suoi lati y AB per esempio, cada suir un degli assi y 
e '1 Tertice A coincìda nel principio delle ascisse ; chiaman- 
do a/ ^ y le coordinate del punto E , la distanza AE de' 
punti A y E sarà espressa da V( /' + ^' ) » ^ quindi si aTrk 

j'* + ./•=«• (1) 

Io oltre r equaaione della retta AE essendo 






X 



doTrk r altra di BC, che Tè perpendicolare y essere (293) 

€ facendovi successivamente f:=o,jr=c, si troTeraono 
le coordinate dei punti B , C espresse per 

r" + a;'' — cy' } per k (1) ( «•-cy' 

C da "i . > e 4 I — ^ ■ , e 
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Quindi r e^ziooe della retu 

eaf 

• la luiighesu della peipendiccdaie condottale daBeiaaida 
(296) 






A ottenii 




a* ù - 



eiob 

A V ( y + a^« ) — 2ca*iy + «♦*• — a*^* = ^ (*) 
Or combioaDdo quest* equazione con la (1) potrè ottenersi il 
falore tanto di :(' «che diy ; quindi ilpnnto^E rimana e»- 
atmito ; e sarti poi figicile ottenersi il triangolo ABC. 

Imperocché descrìtto il cerchio EHI, col centro A, ed in^ 
tenrallo In data AE , gli si tiri per E la tangente BEC , ed 
applichisi neir angolo ABC perpendicolarmente ad AB hi 
CD =; e j si avrìi il wrtiee G del triangolo ^ àuo^ tisnlterk 
interamente esibito congiungwdo la AC 

364.Ma se riflettasi, che le eqnaaioni (1), e (2) rappresen:* 
tano dae cerchi , quel pwto E potrà ottenern dalla loro io* 
teftezione. Pi fiitii il cerchio dell' equazione (1) è lo stessa 
poc' anzi descritto , e V altra dell' equazione (2) , la qnaka^ 
divisa per i'c' ridncesi ad 

ossia ad 

coslruiscesi facilmeate nel sciente modo • 



Fìrwi idh p«rpmdMolire ad AB k AG tona pioponkiBa* 
le dopo e 9 ed a 9 cioè dopo CD ^ ed A£ ; saA G il centro 
del cerchio , ed il soo nggio aarii qvaiito la tona propor- 
ftionale di^ i ^ ed a , cioè dopo BF, ed A£ : e T intene- 
aioDo di qiiealo cerchio col primo fi* esibire il pnstoE • 

365. E poUebbeai ancora costruire il proUema con \ in- 
terseaione del cerchio EHI , e di nna rettai sostiinendo nd- 
reqnazione (2) a' ady* -f af^i da che sì ha relìminata in/* 

AVa» — 2ca*iy + o*4*— o*c* = a 
ossia 

2ciy = i V + a^b^ — a V 

eqpiazione , eh' esprime ma parallda all' asce delle ascisse^ 

PROPOSIZIONE m. 

TSOUIIA. 

366. Le ire perpetudkolari tirate dd vertici iegU em§eU H 
un triimgolo a' laH opposti i intersegano m tm medesimo pun^ 
io (flg.4!i.ì \ 

» 

Vn»i per mu vi à^ lati AB , « la peipendicolare «leT»- 
ti(^ dal ponto A , ai dinotino con • , /3 1« coordinate dd 
ponto C , e dicali •' l' asdsta AB del panto B . Sanam 

fi 

le equazioni ddle AC, BG ri^titamente ; e però 

* (MtotwriiA pofte fteOmmUn Jèimi iattamMsiM prtcOsete 
prMesm;mefeU^nmeisièpmmUateiirettmimU. eem' i 0gm 
iMlo n4to pr^eiIfiiM rJMrce , li I jw^^^ 
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y = 



a! 



qnelle delle perpendicolari BF , AE . Eliminando la y ira 
queste equazioni trovasi per V ascissa del loro punto d' ìq* 
contro 

eh' è r equazione della terza perpendicolare CD ; le quali 

adunque s'intersegano tutte in un punto, come si è proposto. 

• 

PROPOSIZIONE IV- 

367.i7a/i di sito tre punti , esibire il triangolo ^ che si ot* 
tiene congiungendoli [flg*43.'\* 

Le coordinate de' punti dati A , B , C riferiti agli assi 
ortogonali PX , PY sieno ri spettivamente (« , /S) , (sJ ^pf ), 
( 9." , ^'' ) ; e dall' un de' punti A si tiri alla congiungente 
BC gli altri due la perpendicolare AD . Dinotando con S la 
superficie del triangolo sarà 

^ ADxCB 

*=— 2- 

Ciò posto r equazione di CB essendo 

pel Talora della perpendicolare condotta so questa retta dal 
punto A ( », /S ) «i avrà (296) 

. VO + ^^^i) ' ) VCi8'-/5")' + (.'—7) 

laonde essendo (285) 
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DB = y (03'-/3'0' + («'-.'0') 
risolterii 

368. Goincideodo nn qualunque de' Tertici C del triango* 
lo col princìpio delle ascisse , si avrà 

e r espressione dell' aja di esso riduriassi alla forma pili 
semi^ice 

S 

369. Se i ire punti dati fossero per diritto , in tal caso 
sTanendo V aja S del triangolo ^ si avrà la relazione stessa 

cbe fa rinTennta nel 5* 284. per eondizione dì tre punti in 
linea retta • 

PROPOSIZIONE V. 

nOBLBHA. 

370. Esprimere V aja del triangolo in funzione dtf lati* 

m 

Si prenda per principio delle ascisse un qualunque de'rer- 
tici C[fig. 44. ] del triangolo ABC , e s' indichino gli altri 
due A, B eoo ( «, ^ ), ( •', ^ ) rìspettÌTaiaeate, sarà (368) 

s = -V^. (1) 

Ciò posto dinotando con a , & , e i lati BG , CA , AB del 

triangolo , si aTiì (285) 

a' = fi" + «" 

«• = ^* + »• 

c« =(/3 -^')' + (»-«')^ 
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sottraenclo Valtima eguaglianza dalla aooima delle prime dae, 
risulterai 

— I- ^fifi' + iMf (2) 

ed , elevando a quadrato j 

^1±£JZ£^- = ^.^- + a^flt'- + 2/5/3W 

In oltre sottraendo ancora quest' eguaglianza dal prodotto 
delle stesse prime due , si otterrìi 

quindi per la (1) sark 

ed 5 = 4 ve*"*'*' — ( a" + &• - e*)*) 

formola identica a quella trorata in altro modo nella Trigih 
nometria ( V. Noie a $. 00 , e 91 ). 

PROPOSIZIONE VI. 

»0BLBIIA. 

Zìi. Trescare il centro ^ e 7 raggio del cerchio drcoscrittéile 
bd un dato triangolo. 

Si riferisca il triangolo [ fig*45.'] agli assi ortogonali PX, 
PY , e sieno af, y le coordinate del centro del cerchio ; 
e quelle de* yertici A , B , G sieno rispettiYamente dinotate 
da a , /3 ; ft' , /3' ; oi" , /3". Chiamando r il raggio ignoto del 
cerchio , sì avrà per l' equazione ad esso (320) 

Dovendo dunque questo cerchio passare pe' tre punti A, 6, C 
si avranno le corrispondenti equazioni di condizione 
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le qpuAi risolYono il proUema , giacché rìmaogono per essa 
determinale tanto le coordinate af ^y del centro , quanto il 
raggio r . Per tanto sottraendo la terza dalla prima , e dalla 
seconda , si avranno le dne segnenti eqnaùoni nelle sole in- 
cognite afj y 

2/(/9'- /S'O + 2^ (^'-•")=03'H»'O -05" 

dalle quali si possono dedurre i yalori ^ af ^y ^ cioè le 
coordinate del centro 0. 

372. Ma se trattisi di assegnare il centro geometricamente 
potranno costruirsi i due luoghi geometrici (2), che rappre- 
sentano due rette , le quali nella loro intersezione daranno un 
tal punto • In questo caso però sarà permesso di render più 
semplici le equazioni alle due rette , dando agli assi un sito 
più conveniente ; giacché y supponendo solo *, che V un de' 
tre punti A, B, C^ V uUhno per esempio , cada nel principio 
delle ascisse , per essere allora a" =» o , /i" ss o. ^ le equa- 
zioni (2) si ridurranno rispettivamente a 



* OUté a iuppom che «m i$' «erftcì id triangolo coincida iM{>rtfi#t- 
fio ddlc ascine , potrebbe ancora f un degli ani farti coincidere con 
IMI lato d d triangolo ; e i rieuUamenti diverrMero anche ptu eempUci. 
Coti supponendo per esempio che f aii« deUe ascieee coincida col laio 
BC t oltre ad efi =:o /3" = o ; si aera pureff^s^o.^ eUequaxioni 
della ine reiU (9^ si tracmutcrebbcro in 



ft'+.x.r^il+i. 






2 
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, /5* + »' 
/3/ + <^af =— i (3) 

^y+aV=-£-J (4) 

• yedesi ehiaruDenle , che iJla (3) soddisfiiio le coordinaie 

"o" ' "o" ' corrispondeati al punto medio di CA , ed aHa (4) 

a' ff 
le coordinate ^ , — corrispondenti al punto medilo di CB. 

Di piii mettendo la (3) nella forma 



^mmmmm 



di Tede (293) , cfae sia tal retta perpendicolare all' altra 

cioè al Iato AC : e nello stesso modo m conchindtti , che 
la (4) sìa perpendicolare all' altro lato CB . 

Adunque dividendo i lati AC ^ CB per meta in D , £ , 
ed elevando ad essi da tai punti le perpendicolari , il punto 
O y in cui queste s' incontrano, sarà il centro cercato ^ co- 
tBL era già noto dagli Elementi . 

373. Che se in vece si cerchino i Talori delle coordinate 
del centro , eseguendo V eliminazione tra le equazioni (2) 
si avrà 

2 (/3(»*-»") + /3'(»"-») + i8"(»-»')) 

e si riconosce a colpo d' oocbio , che il deDomioalore equi' 
Taiga al quadruplo dell' aja del trìaagolo , cioè a 45 (367). 
Inoltre , sostituendo questi valori di a?*, y* in una delle e- 
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qaazioni (1), sarà &cile di ottenere il valore di r , cioè del 
raggio del cerchio circoscriltibile al triangolo. 

374. 1 precedenti yalori delle coordinate del centro po« 
trebberò rendersi pia semplici, particolarìzzando il sito de- 
gli assi ; ma essi non avranno allora quella generalità di cai 
le formole debbono essere rivestite onde applicarsi atatt' i 
casi . Pertanto &cendo coincidere il punto G col principio 
delle ascisse qaei valori si ridarranno ad 






nelle quali espressioni il denominatore equiyale tattavia al 
quadruplo dell' aja éA triangolo eieè a kS (368). 

375. Or 8Ì chiamino a, b, ei lati del triangolo rispettiva* 
mente opposti agli angoli A, B, C, e si osserri, che essendo 
«'• + /9" = a' , ed •• + /S» = 4' (5) 

i precedenti valori di a;' , y ridnconsi ad 



«» = 



/=- 



US 
a'a* — 9>b* 



US 

ma si ha per l' attoal posizione degli assi y + j/* sa r* 
sostituendovi adunque i corrispondenti valori, si avfh 

"" i6S* 

che , in virtìi dell' eguaglianze (5) , e della (2) del problC' 
ma precedente , rìducesi ad 

Ws* 

— .t» (^' + A' — «' ^ 5* + e') a'ò*c' 
"■" 165^ Itiò" 
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ffùnàì estraendo la radice quadrata , sarà 

abc 

espressione semplicissima , dalla quale si ha il yalore dd rag* 
gio del cerchio circoscritiibile ad un triangolo in fonzioat 
de' lati I e dell' aja , come fa gik rinTenata nella Trigomh 
tneiria • 
376. Essendosi dimostrato nel $. 370. 

sostituendo questo Talore di S nella precedente fonnols; si 
a?rìi il raggio espresso ne' lati del triangolo , cioè 

abe 



yJQka'h'^a' +4» -.c>)^ 



/Come si era egualmente ottenuto nelle note alla Trigoiuh 
meiria . 

PROPOSIZIONE VII. 

PEOBLEVA. 

377. Trovare U eeniro > e 7 raggio del cerchio ticrUti- 
bile in un dato 




Sia il centro cercato \fig.46.'\ ; le perpendicolari Oc, 
0c',0c" tirate da esso su i lati saranno uguali fra loro, essen- 
do ciascuna raggio del cerchio . Ciò posto si adottino le se- 
guenti denominazioni 

pel punto B (« , /3 ) , lato B'B" » e 

pel punto B' (a' , /3' ) , lato BB" = e' 

pel punto B" (»'', /3") , lato BB' = e" 

pel centro («',/) , raggio» Oc = Oc' »0c"» r 



Le equaùoni dei lati sanono 

perB'B" /= ,,,,.. *+ >'-«>" 

e per le Inogliezze delle perpendicolari si avrìi in consegaenit 

e 

Essendo donqne queste perpoidicolari ^[oalì fin loro , e eia* 
«cuna eguale ad r , si avraono le tre equazioni dì condizione 

y («' — ««) — «'03' -/3") — («' /5"— •"/3' ) = e r 

y(»"— • ) ^ a/(^'-^ ) - (."/J — • /3") = e' r(4) 

y(» — »') — y(/3 -^) -(» /3' — »'/3 ) = c"r 

BicaTando da queste tie equazioni i Talori di d^, y > ed r u 
aarii risoluto il pn^lema. 

* La Uimghesxa Ma' ptrrtndieolart Oe $aritòe fnpriammU (S96) 
«»— ^' «l'/S" — »"/3' 



eilorn mvviM, dka ildenùminatmid i$e<mdo membro tiprima appun^ 
U fa ii^MM drifwM B^,V' ^chcriè dindaia cmi e ; • vdga Io ffei^ 
i# p<rfe €ipr09ti9m di Oc' , Oc". 



1 
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Eseguendo per UqIo V elimunzÌMe co'metodi ooooieiatì, 
si arranno per le «oordinate del centro , e del raggio le se- 
guenti simmetriche , e marcherolissime fcrmole 



*■ "" + 0*+ e" ""c+c'+c" 

378. Essendo e = ^((•'-•"y+(/3'-/3">) 

«"= y ((• — '• ) +03-/3' y) 

sostituendo questi calori nelle precedenti espressioni di 
d/, y , ed r , si avranno le coordinale del centro | e 'I raggio 
del cerchio iscrittibile in un triangolo , espresse solamente 
IP Cauzione ddle coordinate de' yerlici di esso . 

379. Se un vertice del triangolo , per esempio B", cada 
nel principio delle ascisse , e '1 lato B''B' si distenda su qne- 
si' asse, le espressioni quassù recate direrranBo alquanto 
più semplici , riducendosi| per essere allora •" &» o^ /9" => a 
^z=zOy»'^Cj ad 

tte + cef 

c+ c'+s" 
•/ — c+c'+c" 

C^*C "^G 

e potea gi)i prevedersi che in tal caso il raggio , e V ordina^ 
ta del cerchio risultar dovessero la stessa cosa. 
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380.Dee oisenfwti rairanaUfti precedente, ehe essendo ne^ 
gntÌTo il Domeratore dell' espressione (2) rileyata dnlU for« 
neh (296). 

/g-(fa + ^) 

V(1 + *•) 

per U Inngheiza della perpendicolare Oc^ è d* nopo cam- 
lianri i s^i a Sn di renderlo positivo. In Citti è chiaro, che 
V ordinata della retta BB", sa cni cade Oc' , corrispondente 
nlY ascissa 4/ dal centro , dev essere, per la sua posixione 
sella figura , maggiore dell' ordinata del centro stesso y » 
Quindi r ec[uazione della retta BB" essendo come sopra 

pel punto di essa cui corrisponde X ascissa j/ , sari 

% moltiplicando tutu \ ineguaglianza per ( « ~ *" ) , che 
per effetto ancora della posizione della retta BB'' è una quan^ 
tltk positiva * , essendo »>*'', si avrà 

Bisttlta da eie» che il primo membro di.^esta ineguàdìanza 
sia usa quantità segativa : sia esso è identico, a mwlj^* se* 
gni , al numeratore del valore di Oc' ; dunque il valore di 
questa perpendicolare dedotto dalla formola poc' anzi indi- 
eata è negativo , ed a renderlo positivo , non si avrà, che a 
cambiarvi i segni . La stessa discussione ùA cososeeM , che 
i nunieratori delle espressioni (4), (3), per le Oc, Oc", sieu 
già positivi , sicché non ocporra farri alcun cambiamento , 



* &tofiMnilili(s— ^*) fm9 tiaia negativa, neff ineguaglianta avrtif' 

Ai éen^e inmUeni il $$pw < ^ > * ^^'' "«^ éUMAlgtbm # 

16 
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FRQPQSIZIONE Vili. 

TBOEBHA. 

381. Il punto di concorso dette tre conghmgenH i vertici 
di un triangolo co* punti medj de lati opposti ^ queUo d^^ 
tre perpendicolari tirate da vertici a lo^ti medesimi ,67 cenr 
tro del cerchio circoscriitibile al triangolo sono in linea rettm. 

Prendasi per asse delle ascisse un lato AB' \figA7.\ del 
triangolo ABB'^ e la perpendicolare innalzatagli dal punto A 
sia r asse delle ordinate . Dinotando con ot , /3 le coordinate 
del punto B , e con 9! il latp AB', sar3| 

y = — X 

r equazione del lato AB • Laoade \ equazione della perpea* 
dicolare BT coRdotta^li dal pu^o B' ( «'> ) sarà (293) 

e però le coordinate del punto T, in cui s'incontrano le per- 
pendicolari y saranno 

I. per V incontro T dette perpen- 1 / # % 

dicolari j r =: ^ ^ ^ 

In oltre essendp — , -^ le coordinate del punto E , m^ 

a' 
dio di AB, ed —, e zero quelle del punto C, medio di AB', 

le equizioni delle B'E , BC saranno respettÌTani^te 

e le coordinate del punto V, ia cui l' incontravo , aaqMP i» 
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conjefnienza 

Ihper rincontro V delle con^kmgen- 1 3 

ii de vertici co funtimedj de lati \ ^^ fi 

Fifialneote per atére le ooordinate AA centro del cerchio 
circoscrìttibile $1 triangolo , basterìi porre nelle etpressìooi 
del $.373 cii"t=20yp" = Oyfi'^o^ giacché nel caio at- 
tuale il panto ( 9?^^ fi" ) cade nel principio delle ascisse , e 
di più il lato AF si eonfonde con qnesi' asse ; e si IroTerà 



a' 



2 

/3* + »' — ««' 
/= 2 

Or soMitnendo eonTenientèmente i stt yalort 1 , II , e III 

neir espressione (284) 

/3(»' — »") + /J'C»'' — + P'Ì!^ — 9^') = o 
eh' è la condizione da yerificarsi perchè tre pnnti sieno in 
linea retta (284.), risulta pel^rimo membro , dopoi neces* 
aarj sviluppi , 

( m' — «• — fi*) + {fi* + «• — aa!) 
e quindi 

= 
Il qual risullaménto mostra, che la condizione di cai trattasi 
ha luogo effettitameite pe' tre punti T, V ^ ; d' onde se- 
gue j eh' essi debbano stare per dritto : come si è proposto 
A dimostrare. 
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PROPOSIZIONE IX. 



nmiEttA» 



382. EiiUn la relazione , che dee aver luogo tra deiermi* 
Hanii di una retta^ e di un cerchio dati^ perchè $i tocchino. 

Le eqnazioDÌ del cerchio , e della retta , per assi rettane 
golari qvalonqoe , sieno rìspettiTameate diaatate da 

j.= fcr + A (2) 

ElimìnaBdo la jr tra queste dtte equazioni, le radici della ri* 
aullante equazìoue di 2'' grado ìnx ^ cioò , 

, 2kh + BA + C A' + BA + D 

còrrisponderaDDo ( 326 ) alle ascisse de* puDti d' incontro 
delle due linee . Ma per ragion del contatto queste ascisse 
debbono eguagliarsi } dunque per le note teoriche àlgebri'* 
che 9 sarà 

(2kh + Bh^Cy _ A' + BA + D 

A(1 + k^y ~ 1 + *• 
cioè^ 

(2kh + B* + C)* = 4(1 + *•) (V +BA + D) 

e sviluppando , e riducendo , si rileverà per la richiesta re- 
lezione 

*'(B-— 4D) + 2AC;(B + 2A)— AA(J* + *) + (C'— AI)) = <' 
Vale a dire^ che il cerchio , e la retta si toccheranno quan- 
terolle fra' deteminiinti di esse due linee abbia luogo V i»* 
dicala relazione. 
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983. Daii A$e tmvhi ditUo , e di grandezza ; iserimn 
neìt uno un iriangolo , che rindti cbrcozcriuo aU aliro. 



Sì dinoti oon ( C ) il cerobio nel quale il trìasgolo dea 
troTtrti iscrìtto , e V altro con ( C ) . 1 TerUci igooti V^Y^ 
V" del triangolo , ai eaprìmaoo riapattiTaoieiito con ( s ^ p) 
( a', f/ ) , ( y, t/' ) , preodendo per asai il diametro ^ che 
paaaa pe' centri de* cerchi , e la perpendicolare elefatagli da 
una delle estremità nel circoscritto ; sicché chiamando afa* 
nciasa dal centro delF iacrìtto , ed r , W i raggi di qoello , e 
4k qnesU»! le loro eqnaxioai saranno rìspettiTamente 

^o*> / + «• — 2ar+a*— /'sso fet{C') 

In oltre quelle de* lati del triangolo aaranno 
j<, — ,*)—«(» —t/) = «t/ — s'ir , perW 
^^_yQ-«(,/-.,/')as't/'-i'V , perV'V'J (I) 
j^^'.,)_^t/'— t^ )a:«"t^-at^ , perW 

E poiché i tre Tortici ( ;s, t; ) , {zfyt/)j (zf', ^) trofanai 
noi cerchio ( C ) , doTranno per essi a? er laogo le relaiioni 

t/' ca 2i»' — «*• } (2) 

!/'• cs 2«"— «"• 

Di pih esprìmendo , mediante la relazione generale espo- 
sta neir antecedente proposizione , che le tre rette (1) deb* 
bono esser tangenti al cerchio ( C), si afranno , colle tre e- 
quasioni (2) , sei equazioni nelle sei incognite 2 ^ r, i', t/| 
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«'S <>"> P«r le quali il problema riifiaM eompiuUmcnte eoa- 
dizìonato. Ed elimiDando da tali equaùoni cinque delle sei 
incognite , se ne airra una sola nella rimanente , per esem- 
pio in z ; per mezzo della quale conoscendosi la z^ eh' è la- 
scissa deir ignoto vertice V , un tal punto fittarrà detèrni- 
Dato , e quindi si sarà risoluto il problema* 

584.Ma può ben comprendersi, che un' eliminazione di tal 
natura sia del tutto ineseguibile * ; cosicché V analisi recata 
del problema, non dia già la soluzione di esso, ma ne mostri 
appena la via per eseguirla . Converrà dunque rivolgersi ad 
altro espediente ; e noi uno ne mostreremo proprio non solo 
a dare un* elegante aoluiione dell' attuai quistione ; ma da 
potersi ancora vantaggiosamente applicare ad altre ricerche, 
come mostreremo piti innanzi con qualche altro esempio • d- 
crediamo , che senza di esso riesca inutile ogni sforzo per 
iiàa pura soluzione algebrica del presente problema , che ha 
richiamata V attenzione de' pih valenti analisti • 

385.. Siene dunque espressi , come innanù , con ( s, t; ) ^ 
( z'y v' ) due punti qualunque V , Y ' del òerchio ( C ) , Te- ' 
quazione della retta , che passa per èssi sarà 

V — v' , z^' — z'v 

z — *' z — z' ^ ^ 

t 

* Vùltndó eomfim V anàlisi dd problema melt inUeaio modo » b sei 
equatiem , iàe ae riiuUa^ ^efrAh quali eomoerrebbe eieguire t di' 
ìninazione , sarebbero le iegitewU 

(«-H)^)*(f^*_a*)~2a(»— ««; [z i/-.2'i>)^{«t/-^ «)*+^«(r— ^j* = o 

e» = 2rz — z* 

1/ * = 2r«' — zf* 

»»• = 2r8« — z*'* 
Ed ognuno ekesia eeercUalò nel eaUsolo algèbrico ^ede bene in qual la^ 
berinto i entrerebbe , volendosi con gli ovvj metodi ottener l eliminata ; 
la quale aUa fine, per la sua tomplicaziont^ darebbe luono a KisuUa- * 
ffitntì incerti, ed ininklligibiU , 



e r «»i»l«i» Mi cerchio ( C) 4« p«i»U ( » , t» ) , ( A «^ ) 
iMtk eoadistooaU 4^ r«bsÌQBÌ 

V* = 2w — z* 

Pongasi iaUnto v = zu 

t/= «V 
ote ti , ti^ sieoo iw Bovelle incognile ; si «mmio i segnmiti 
▼«lori dis,z''jv,i/,viu,vf 

Ir ^«' 

Iru j ^ 

V ss 



«he sostituiti neir equaiione ( 3 ) U riducoDo ad 




(A) 



Or lo equazioni ( 3 ) , ( 4 ) esprimono, oom' è manifesto, 
U inedesinu retta W ; ■» però la (3) indica in generale , 
«IM tal letu passa pe' dne pwU («,•), C«'» «*)> ovnnqne si- 
taaU snl piano del cerchio , mentre per V altra esigesi essen- 
KÌalmente, che i due ponti stieno ndla sua circonferenza. La- 
onde potrem dire , che la ( 4 ) sia l' equazione di una «orda 
del cerchio ( G ), espressa semplicemoate in (ionzione de'rap- 
porti delle coordinate delle sue estrei{iità , avendosi 



«M = — 



zf 



386. Dopo ciò è chiaro, che le eqoaziom ( 1 ) pe'tre la 
del triangolo,fcteiidoti'*=ss"i«",si trasmutino nelle segnenU 
j^„+,^)_a:(uV--1) = 2r , pel lato VV * 

^u» + „" ) - ;f («ftt" — 1) = 2r , pel Uto VV" ^(5) 
^„ + „") _ X («u" — 1) = 2r , pel latQ V V" 
£ di esse paragonando la prima ooU' equazione 
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ysskx-i-h 

adoperata nell' anteeedente proposinone 46^ 

chio(e) coir altra 

j' + «• + B^ + C« + D ss « 
si avrii 

uh'— 1 . 2r 

k ss , ■" . A ss 



a^ — ,^- 



u + ti* ' u + u* 

Bso , C=s.2a , Ds 

Fattane la oorrispondente sostitozione nella relazione 
gnau nel $.382, la condizione del contatto tra il lato W, 
e 1 cerchio ( C' ) veriè espressa da 

fila essendo a la distanza tra il centro del cerchio ( C) « 
Tona delle estremità del diametro 2r del medesimo soU' asse 
delle ascisse , 2r — a esprimerà la distanza del centro stes- 
so dall' altra estrenùta di qnel diametro ; ùcdiè dinotandola 
con a* , cioè ponendo 

2r — asso* (B) 

la precedente condizione rìdnrrasn nella llwna pah semplioe 

che , facendo ancora per maggior brenta , 

»^'— a* s S 

r"a: P 

-2«.' =Q > ^ 

dÌTiene 

&. V + P («• + u" ) + (V + H 3= • 
Trattando allo stesso modo le equazioni degli altri daè UÀ 
W'SVV, cioè la seconda, e terza delle ( 5 ), si perverrà 
senza nnoto calcolo a due relazioni della stessa forma . E 
però le coadizioni del problema proposto n troTeranno tatta 
conprese nelle tre segnenti eqvavioai 
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Ai* u" + P (tt* + tt" ) + Quu' + H = a 

5ii'*i«"'+P(tt'' +w"') + QwV +H = i> ) (8) 

5ii"V +P(t/'* + tt* ) + Qu'^i4 + H = o 

eontenenti le tre iDCognite u , t/, u"; che però la ricerca pro- 
posta trovasi ridotta ad eliminar doe di queste , la seconda 
e terza , per esempio , per quindi trasmutare 1' eliminata in 
tt , in no' altra equazione in z , v , mediante la relazione 

V :=z zu 
e determinare poscia i valori Ai z y v , coordinate dell' igno« 
io vertice V, per mezzo dell' altra equazione 

v' = 2rz — z* 
Per eseguire intanto l' eliminazione tra le precedenti e- 
quazioni , pongansi le prime due sotto la forma 

vf\ Su' + P ) + Qtiti' + ( Pm- + H ) = o 
vf\ Su"*+ P ) + QUV+ ( Pi«'"+ H ) = o 

Moltiplicando la prima per ( Sti"' + ^ ) ^ I^ seconda per 
( Su* 4- P )y si sottragga V un prodotto dall' altro , e diviso 
il residuo pel fattore superfluo (ti — ti'') , si avrà 
SQtittV — POu* + ( SH _ P- ) ( tt + II" ) = 4, 

Praticando lo stesso ira la seconda , e terza, si avrìi V aU 
irò residuo 

SQmiV - PQm"+ ( SH - P- ) ( m + tt') = a 
e prendendo la diiferenza di questi residui si otterrà Anal- 
mente PQ + SH — P« = (9) 

Il qual rìsultamento scevro da incognite fa conoscere , che 

il problema io generale non possa risolversi se non si veri-r 

fichi fra' dati , cioè fra' determinanti del sito , e della gran* 

dezza de' due cerchi la relazione ( 9 ). Ma è poi chiaro, che 

quando una tal relazione abbia luogo il problema diventi ii^ 

determinato, cioè a dire , che una volta , che possa descri-^ 

versi tra due cerchi un triangolo colle condizioni proposte, 

infiniti altri triangoli si potranno tra essi adattare con le mC" 

17 
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desime Mttlifioat ; o eh' è lo Mosso ^ prepdendo uà qoaliUH 
q^% ponto pell'yo d^'eorchi^ si potrà da questo cooTeoe- 
^olm^Dte procedeado , giusta le condizioni del problema , 
costruirlo. E però esso trasmuterassi nel seguente 

T i; B E M A* 

387. Se un triangolo isctiUo in un cerchio si trovi circo^ 
scritto ad un altro cerchio ; qualunqne altro triangolo s' iscri^ 
va nel primo , con due lati tangenti il secondo , avrà il terzo 
suo lato tangetde il cerchio medesimo • 

388. Nella relazione poc' anzi trorata 

PQ + SH — P» = 
sostitniscansi a P, Q, S, H i proprj valori ( 7 ) , si troTerk 

€à estraendo da ambo i membri la radice quadrala i si avrà 

2fT's?:a(2r~a) 
ossia 2n^ s= aef 

relazione che tradotta in linguaggio geometrico dà lui^o al 

TEOREMA. 

389.// centro del cerchio iscritto in un triangolo divide il 
diametro del circoscritto in due parti ^sicché U loro rettangolo è 
quanto il doppio di quello contenuto dai raggi de* due eereki. 

390.Cliiamando D la distanza tra' centri de' cerchi si avrà 

r -f* D zs a 9 

r — D rs a* 
e da ciò sì otterrà , moltiplicando ciascun termine pel coni- 
spondente ad esso , • ' 

e quindi D' = r' — . 2ri^ 
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eh' e la relazione trovata per altre tie fira la distanza de'cen- 
ffi , ed i raggi de^ cerchi iscritto y e circoscritto ad nn tri- 
angolo ^ da Eulero ^ Fnss ^ Lhailier j Sturai , Hnngi^r , la* 
cobi * f ed altri ancora. 

391 . Ma prima di lasciare h ricerca trattata in questo 
problema di singoiar natura, sarà bene soffermarci alquanto 
a considerare quel ripiego , che di tanta utilità ci è slato 
per condurla a fine. Ritornando dunque all' equazione (4) è 
facile rayrisarc ^ eh' essa equivalga al sistema delle tre e« 
quazioni 

V — v' zv^ — z'v 

y £3 I ■ ■ X 4- Il ■! ■ ■■ 

Il " 2s 2r3 -^-^ z' 
!/• = 2ry— V 

che però possa quella sola adoperarsi invece (}i queate. E di 
un tale analitico ripiego se ne vedrà anche meglio \ imporr 
tanza nella seguente proposizione : ma qui per un eseinpicf 
più semplice , ed ovvio mostreremo come da esso ottengasi 
prontamente 1' equazione della tangeute del cerchio in un 
punto ( 2) t^ ) • 

In fatti y poiché t' equazione 



^ ÌA Umoiirazùm^ duie di qu€$tar9lation$ UcUaUféanmtriioAo iu^ 
li ftmdaU sul teortma da noi dedotto^ nel $. 387 » e^* e$ii frendono co* 
me conofctttlo ; mentre ta difficciUà dfUla ricerca sta appunto in quel 
ieùrema . Ivarj metodi da essi seguili son^ per altro esclusivamente ap^ 
plicabili al cerchio , ed al eempliee caso del triangoh , eccettuandone 
però quello di lacaU , U quale qmantwntpsé Hmitato al cerehia ^ ha però 
genenUizxaUi la qmstùme pet un poligono di quaUitogUa- msmero di la^ 
ti . Ma et si vale a tal uopo de enezzipiis sublimi , che or possegga la 
scienza , cioè delle trascondenti ellittiche • Or il metodo da noi tenuto 
^re ad estendersi identicamente al caso ganertùe del poligono , si appli' 
oa ceUa stessa faeiltà alle eezioni coniche , e possiamo anche aggiunge^ 
re alle eurve di ordini superiori r come uon maneheremo di far riievavz 
nel luogo , chs si cewitnef 
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un 



I 



\ 2r 



J^ = -:rT3-^ + 



«sprime una retta condotta per due piiDti ( 2, t' ), (z', r') del 
cerchio (C), questa retta gli sarà tangente , quando si abbia 

' j- v v' 

« quindi — = —j ss II = tt' 

nella quale ipolesi l' equazione (4) riducesi ad 

che sarà in conseguenza l'equazione della tangente del cer<* 
cbio ( C ) nel punto ( z, v ) . Ed essa può , se sia opportu- 
no, ritenersi sotto tal fornii : e Tolendo ripristinarvi le coor- 

dinate z , v % basterà sostituirvi — in vece di u ; da che ar 
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eh' è r equazione della tangente nel punto ( z 9 1^ ) identica a 
quella , che si troverebbe usando il metodo del §. 334 . Ma 
vedremo or ora quanto riesca utile ritener l* equazione della 
tangente al cerchio nella forma (1 0) , per la quale si ha it 
gran vantaggio di trovarvisi il solo elemento indetermioato 
11 , invece delle coordinate z , v. 

392. Per mostrare intanto con altro esempio , come abbia* 
mo promesso , 1' uso vantaggioso , che può farsi dell' eqna-^ 
zioue tanto di una corda, quanto della tangente di un cerchio 
sotto la forma novella , che le abbiam data , ci occuperemo 
di un altro problema non men difficile , tralasciando però la 
discussione de' risultamenti ^ che non. sarebbe questo il lna« 
go opportuno a farla. 
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PROPOSIZIONE XI. 

393. Dté€ lati di un angch FP^F \fig-47.'\ iseriiio in un 
cerchio passino coslantemenie per due punii dati B , £'; si 
area il luogo del concorso delle tangenii eondoUe per le sue 
estremità V ^ P- 

Si prendano per assi il diametro perpendicolare alla con - 
giungente de' ponti dati A , B , e la tangente per una del« 
le sue estremità • L' equazione del cerchio sarà 

f^lrx — a?* 

Qaindi dinotando le estremità V* , V de' lati dell' angolo 
con {zy V) ^ (zf ,ì/)ye con {z" , t/') il suo vertice , e poi 

facendo v=zzu , rf r^Jti , t/' = s V 

le equazioni de' due Iati W' , W" saranno 

j^tt + ti") — <Mi/— 4) = 2r 

j^M* + tt") — ;r(uV'— K) = 2r 

e quelle delle tangenti ne' punti V, V (391) 

2ii/ — (!«•— 1>r = 2r 

%ily — (ti"— 4>p = 2r 

Dinotando adunque con /3, ^ le ordinate de' punti dati B,A, 
con A la loro ascissa comune, e chiamando ai^ y le coordina- 
te di un punto del luogo cercato, si avranno per risolvere il 
prò blema le quattro equazioni di condizione 

/3 (u + tt") — ft(au"— \) = 2r 

/5'(tt'+ ti") — a(uV'— 1) = 2r 

2tiy— .(u*— 4>r'=2r 

2uy — (u'-— 4>c'= 2r 

Trattasi ora di eliminar' da queste quattro equazioni le 
ti, u'y u" • A tal' effetto eliminando u" fra le prime due ^ e 
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messo per brevità 

2r •— a ss ft' 
•i troTerìi prontamente 

(««'— •') (/S— /T) — («—«') (/S/J»— w') = (<) 
Ordinando pdi le altre dae rispetto ad u , «/^ si ha 

. V . 2»*—*' 

in eiasemift ddle qiudi equazioni le radici ti, o m' risulUodo 
le stesse , possono p«è valer per esse qndle di ona sola s^ 
qnazione ; e quindi si avrà per la loro differenza 

•IT 

e sari poi par le noia teoricha delle equazioni 

, 2r — «» 
Itvr ss t ■ . 

x' 
Sostituendo in (i) questi valori di uti' , e di tr •— a', $i »rth, 
per la locale richiesta , Y equazione 



cioè, devando a quadrata , 

(^— ^' (2«»«-W— «l'j/)* •» K^/^*— ••')• (/•+«''— 2«c^ 
A^se k» focale eer<Ma è «air Kne» di 3* ati&M. 
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394. N9I fnoOrUatm JBCD [ ftg'48'} , k eonghmgetiU i 
pmU mdj <fc' W PppotU , « h eongwngtnte i pwUi medj 
tMU diagonaU $' mconttvno m V» ftmto. 

Ptmì per m» a«e bti ad > PC , ù wteogwo ptf ▼erti- 
^i le aenenti ip4icaKÌoi4 

P«A («»»') » P« B (*»*') » per C (e, •) , por D (o» •) . 
Qùiidi i ponti medj de' UU TernuiQO e$^es|i nel s^pienU 
modo »<4oè, 

Ed i ponti med] deUe diagonali 

s a. (1.4) . n ^ a.-i) 

Adnnqae le eqnnioBi ddle tn «engiongenU de^ ponti medj 
de' hti , e dell* dkgeuii ««ranno rìspetiinmenU 

per Ali ^ 2 — A +e 

perSR y-^ ««-_-*(:r-^; 

Or comomjoe ti coiAniioo firn loro qneete tre eqnaztom dae 
• doe , per ricavanie le coordinate de' ponU d' incontro delle 
/rette rorrìspondeoti , trovandosi sempre 

j + c o' + ft' 
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ne segue , che le tre rette A'C , B'D' , SR s' intersegano ia 
uno stesso punto M . 

395 « Porremo fino a questo saggio di applicazioni del 
metodo algebrico puro alle ricerche geometriche , accennan* 
do alcune altre proprieth de' quadrilateri, e lasciando a' gio- 
vani matematici , per loro esercizio , la cura di tesserne k 
dimostrazioni col metodo suddetto. 

I. Le tre congiungenìi iìfijMcate nel teorema precedente rh 
mungono bisecate nel punto comune di loro incontro. 

II. In ogni quadrilatero^^ la somma d£ quadrati delle duh 
gonali è doppia della somma d£ quadrati delle eongiungen' 
ti d£ puiiii medj de lati opposti . 

III. La somma de^ quadrati delle diagonali di un quadrila* 
fero col quadruplo quadrato della congiungente (fé' laro pund 
medj è quanto la somma de quadrati de lati. 

IV. / quattro punti in cui s incontrano due a due le if- 
secanti gli angoli intemi di un quadrilatero sono nella dr- 
conferenza di un cerchio. 

y. E se le quattro bisecanti s incontrino in un medetim 
punto 9 aUora il quadrilatero stesso sarà circoscrittibUe ad un 
cerchio , e quel punto ne sarà U centro. 

VI. Le bisecanti gli angoli esterni di un quadrilatero s tn' 
contran pure in quattro punti situati egualmente sulla circon' 
ferenza di un cerchio . 

VII. Le diagonali de due quadrilateri , che risultano da 
teoremi IV ^ e VI per uno stesso quadrilatero y coincidono le 
une sulle altre • 



Fine del libro secondo. 
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CAPITOLO I. 

• • • .• . • . 

396. 'Se un inrentore tacito preTale ad n^ nomo tcieazia^ 
tò, e sa^o , quanto questi estollesì suUI igoaro wl^Q ) qua! 
pregio non avrà colili , che V^ arte rinTenne delf inrentare ? 
Fiatone la scoprì *De* primi' albori della Geometria , ei m' 
guidò ì geometri de' suoi tempi , e del1a*po8terìtk eradita ad 
iaventar per arte ^ bpde panni , ebe il Tatentnomo più .per ' 
questo ritrovato , cfak per ogni altra filosofica specnlarìo*' 
ne siasi detto il divino ingegno , quasi cbe angelica mente in 
cerebjro d' uomo * accogliesse . Or io in questo libro , come 
piti fiate bo promesso-, imprendo a ragionare de' ftiètodi di^ 
' seiorre i problemi 9, e .di. |[m>ì * dilbostrarlì •' Dunque dowò 
pirintipabnente) e giunta mia ^sa dicj^i ara/vi la natora d^l- 
' il AnaUii gtùmetrìca \ e 1 potere' ^'«he* ad inventare la stes- 
sa tiene... • • . 

Bii duole , cUe il toppo Torace , non. ei abbia (rasmeksi i . 
priiibipj eurìatiei^ de' geometri*^ei , ^'di tanti altri dell an«/ 
ticbita rimoti ; ^ro^^noddimeoo , cbe certi tratti sintetici 
- de' geometri niodemiv e quel tanto , i^be io di'*proprìa;aTT^«' 
ietaiabo' rilevato dagli Aqticbi, e qui preposto ordumtamente, 
iMistioo ad empiere il vota di eoiesta arte si attiva, e cbiara. 
397 i Ma quale mai n' è X-AnàUii ^eomelrica Inventata dal- 
l' ecn)assimo Platone, .e fedelmente seguita da' geometri pò* 
. steriorì 7 In. quattro sempticissime pandeTn qqesta abbptza* 

. ta dil saggio Te<hie alessandrino ,* nel seguente modo : • 
/ . . 18 









* • • • • r 

tf . ' • : , . "i . • 

1 • 



I « 






{ . 



.»•. 494 . ^JSeìt invenzione geornéfriàti^ 

j £5< sumptio^quaesit^ Èartfpiafn ^oncesiiy^per éa qiMc conse^ 
quui^ur in aliquod verufn ^concesAiì^ . !i \ • r 

Dei chci eccéne il' segaei^e %^luppo« i i i* 
y ^ 1. Supp«ngi^si ffiAo' quello ch^ si ^oVnanda ài ffite ii} i)Q, 

' = pfobfemi.' , ' .,' ..? «', " " \'^^, ,. , 

* IL Si sviluppino le congrue coqsfegii^nzè '<]^ celesta s^. 

ì . . ^ . ' • • •' • •' 

* p^siziotie . •««*«•■• I , I •' 

•lil.Ed una di lore si*]rÌDYen^& , cke«^ia fapltibiie . • 
Cioè t fihppungasji risoluU qi«Bl firobleiqa , cbe.a risoket ' 
re 'si* propone ;'^' poi da tate suj^po^izi^ne ritraggansi 1e 
' conseguènze corjrjspond^nti a* da\i , ed a'*qu<^siti flì ^eàso : ' 

* '* * ^ V ' e si»co{itini)i il filo dajlc anzijdelte conseguenze , ^nch€!.ein 

. ' ' riduca a<l un' altro problema di giìi li^olutd , o effettiTainen- 

•tQsirisoha .. • ' * . • •. ' :\ 

• ' * •« • , Intanto pei pìii ampliare cotesteyiedi risoluziofl% calcate; 

, ' t daiV analisi gèoiAétrica degli antichi ,,*€ti*Qra dall' Algebca 

' • *!* ' 'de*nToderni, ho stiimato convenevole .jpfoporre i segmenti ca- 

neni. euristici.* * * • 
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• . C A N O-N f T. . 
.• • .. .• »• . • I ^ • 

» ,-393 ••Supponi .di già rifluito ^yel. problema geemetricd'/ 
' cbeimj>rendi. a risolvere ; e dal punto, ignoto , cui ridd^cesi * 

il suo quesito f conduci rette, a' punii dati ,'o con* dato !sito ' 
• sii liiiee Hatei so pur «vi sieno quci^tey.p cniefli; ed %ni2ora..sa * 

tali gaandétze ^ o altre dd problema potrai 'praticai^e qual-*' 
• cuna delle operazioni, delia t»^ometna elementare^ , che ù 

parrà conveniente. Ciò fatto ,' esamnia con .atveduteìiza ì 

• jrappibrfi delle «grandezza ignòte .del* prablema.ad. altre qaan-/ 

• tità note ai esso , reg9landoti colle^ tondi&ioiii 'dèrpreblfr^ 
ma', e còllf proprietà del subietto, dejilo ^esso •. E fma.hnea-. 
te va traendone da jciò le' conseguenze succ^ss'ivamentei fin- 

, .che j9na tra Iq, medesime ne app^j^^ c{)é risolva eiF^tli^fjnfn-. 
.te il.prpbfema ,' o che il riduca ad un> salirò di 'soluzione ba^ . 
nife^la ; Si sarà risoluto it problema. ' V*. ' • * 
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C A N O ?l E II. 

399. E se di un tal problema Torrai farne la composizio- 
ne geometrica , celandone V analisi precedente ; dovrai co- 
struirlo in virtù delle preparazioni geometriche, e delie ri- 
duzioni di già in esso praticate ; e dal resto dell'analisi geo- 
metrica ne carpirai la dimostrazione come in appresso sarà 
detto. 

C A N O N B III. 

AOO. £ se ti aggrada di risolvere cotesto problema col- 
r Algebra , dovrai pur praticarvi quanto nel Canone I. s- 
prescrive . Di poi indicandone colla lettera x , o con qual- 
che altra delle finali V ignota principale del problema , e 
colle iniziali le grandezze note , ne formerai da queste, e da 
quella , e co' precetti del cap. 2. del lib. II. le espressioni 
di quelle ignote socie , che vi si dovran maneggiare . Ciò 
premesso traduci le condizioni di un tal problema in equa- 
zioni ; e se mai n' emergerà una sola equazione determinata , 
la dovrai ordinare , sciogliere , e costruire co' precetti del- 
l' Algebra. Ed incontrandosi più equazioni indetermiuate, vi 
si dovranno eliminar le ignote, giusta gli artifizj ovvj , o pu- 
re combinerai giustamente quelle linee , che abbiano le det- 
te equazioni per locali . 

Canone IV. * 

401 Xhe se , cominciato, ad operare come nel Canone pre- 
cedente y ti piaccia condurre innanzi la ricerca col mezzo di 
acconce equazioni locali, ebe i determinanti di quella in loro 
comprendano , come i moderni analisti propongon fare ; bi- 
sognerà prima ben esaminare quali siena que' determinanti . 
e come meglio convenga nella loro forma algebrica rappre- 

* Vi^tat canone è stalo da noi aggiunto , per non tralasciare idcun 
de* mezzi f che [ analisi moderna fuò utilmente offrire aW invcnziotu 
jcomefnca y 
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li ; e^ esprìmendo in tal giusa latte le condizioni , che 
convengono alla ricerca , che trattasi , per le corrisponden- 
ti equazioni , rilevar da queste y convenevolmente ridotte , 
r equazione finale al problema , per indi costruirla ; o pure 
pervenire a tali equazioni indeterminate , che separatamente 
costruite , e tralor combinate , ne offrano Aeir intersezioni 
deluoghi geometrici , ch'esse rappresentano , il quesito del 
problema • 

PROPOSIZIONE I- 
PaiNCiPio. 

4o3 • Le parti principali dell' anali^ geometrica 
riduconsi alle tre segaenti : cioè, alla supposizione 
del fatto ) allo sviluppo congruo delle conseguenze^ 
che se ne traggono j bìY effettista risoluzione del prò* 
hlema , o alla riduzione del medesimo ad un altro 
di soluzione manifesta • Del che in appresso • 

PROPOSIZIONE II. 

PaiNGIPiO. 

4o3. Le risoluzioni de* problemi geometrici o sa- 
ranno effettis^e , o ridotte. Ma sempre Y analisi lo- 
ro è queir ontologico principio di riduzione, che di 
verità y e di metodi n' è copiosa vena • 
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PROPOSIZIONE UL 
Paihcimo. 

4o4« Uo proUema geometrico y in parità di al- 
tre cose y aarà tanto più difficile ad essere risolato | 
qaanto sodo più numerose le conseguenze, che daU 
la supposizìon del fatto convien trarre > e qaanto 
men vi si v^a il nesso loro# 

406. L' arte d' ìnTentarei e di dimostrare , cBe è ana del- 
le pili bdle Tirtii diaDoeliche , o è dono di Natura, o di aa 
caercizio regolato V effetto . Raccontasi ^ che il graa Newton 
neir apprender , eh' ei fece gli Elementi della Geometrìa , 
non vi avesse letto , che i soli temi delle proposizioni , e che 
un genio interiore gliene avesse suggerite le dimostrazioni*. 
Ma tanti ingegni da meno del Nevrton con un volo di rifles- 
sione vnlgon par essi ad isciorre difficili problemi , e a di- 
mostrar teoremi ^ sol che abbiano contratta in convenevol 
modo qnest' arte y che io qui riduco in didascalici precetti. 

A06. Prima di ragionar diffusamente di quelle tre parti del 
r analisi geometrica , che ho qui nel prinò. 1 • designate , 
quaggiii propongo cinque geometrici problemi, risolvendone 
sinteticamente i due primi ; con pura analisi gli altri due » 
che seguoDO : e reeandone al quinto V analisi geometrica , e 
r algebrica soluzione posta accanto a quella ** • 

Le quali cose serviranno a render chiare le verità propo- 
ste in questo capo , e quelle altre ancora , che ne* seguenti 
capi mi restan da dire. 

* Ftmi4n€U$ ~ Elog. Newt. iMltHist. de Y Acid, royale ie$ iciene. 
un. 1727. — hmbiriùm «^ Pref. io a tiew ot sir Isaac Newton*s — * 
Frisi — Elogio dU Newton , e mtt introduzione a ^Ih del GaliUi . 

** Non abbiamo soggiunta anche una ioluzione fatta eoi metodo a 
csordioale ; poichi di fu$9te già $i hanno esempj nel cap.S» libMp 
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PROPOSIZIONE IV. 

PROBLEMA* 

407 • Dato dì specie , e di grandezza il triangolo 
ABG ifig. 1 • ] iscrivervi un quadrato > di cui un 
lato resti adattato sulla sua base. 

Sdph)8izionb del fatto 
rmtb f . veli, analisi geometrica. 

Suppongasi di già iscrìtto nel triangolo ABC il quadrata 
EGHF, in modo, che il lato FH di questo stia adattato «al- 
la base BG di quello , e gli angoli FEG , HGE si tremo 
ne' lati AB , AC di esso triangolo. , eh' è lo stesso, sup- 
pongasi essere quel punto della data altezza AD del tri** 
angolo , sicché conducendo per esso la retta EG parallela 
alla BG base del triangolo , e per gli estremi E, G di que- 
sta le perpendicolari EF , GH alla stessa base y sien queste 
perpendicolari uguali a quella parallela • 

Sviluppo delle conseguenze 

rAETE n. dell' analisi CEOMETMlCd. 

Supposta la retta EG uguale all' altra EF, o alla saa ugua- 
le OD, dovrìi essere 

EG : AO :: DO : AO (1) 

Ma r è poi, per la natura del dato triangolo ^ 

EG : AO :: BC : AD. 
Dunque sarà ' 

BC : AD :: DO : AO. (2> 

Riduzione del peoblema 

PAETE ut. EELl' AVALlSi BEOMETmCA* 

Essendosi conchiuso esser le due rette DO , AO nella ra^ 
gion delle due altre BG , AD , che sou date di grandezza ^ ^ 



• • 



I . ^ I . ' ^ » • « ^ . • • • • ' 



* ' ^ 9 I 






pareggiandone insleV^ ] 



• » • .• 



a trovar due rette , dye f^eifuo bna data sommar , ed abbia^ 

no pll|re,fl^ dato rftp^rto'. Le qilaU eose'^ppUono fimv^p^^ 

,t«iit^te(3./.i)./ ^ , ,^V. •• "'• ' ;• ; 

, ! • Ck>UpOSIlIóXE GÀOH|nrElCA«DEL'PaOBLBllA « '* 
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1 .» 






t . 
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Ck>UpOS^IóXE GÀOH|nrElCA«DEL'PaOBLBllA ^ 
, /* ^ . CIO^ COSTBUXlOlti y jr DIMOSTBMIONE DI BSSO. 

CoSTE.f Dal puDtò«eslremo B d^lla base BC del triangolo 

. datò le^jv^eriga^.U perpènJjffiojare BP ugnale ad essa base ; o ' 

' coBgiuyta la £D , iJ Inehì^pér |o punto E , ove tal retta se- 

' .'gPiil lato ÈA^del detk^ Vrij^ngc^o , la retta £G parallela al* 

; * la lase B9,e pe' sHoi.intfete'r£* , G le due EF , OH perpen- 

, ^ dicòlari «Ua^st^ssua M$fi\^p^)i il quadrilineo EGHF il qua* 

•.',,' drato^ichie^lo. • ;'\ .. '♦ . 

' , ' '.Dia. Sta. * .. • 'Jli"iJÌt :; BD : DF , » tia £0. 

. J4»è*:ipor '* •' B1> • È«':: BC : EG. 
Dunque sarà* ' ".raVEF :: BC: EG.' 

^'QtiinJi la E^aOgiiale'alla £&; e'I quadrilhief EGIlF.sarii no. 
• 'quadrato V eh' è* *di piti iseritto bcÀ datQ triangolo JtBG ... * 

; 4D8.*Scii:^ Prima dr.adduiteqnpgu. altri problemi >.i:^e' ri * . 

ho promesso di siiodar qùi'upptesso , giprefi feromìrci fl-\' . • 

quabtQ ad 'ossectarcL le Utusce etfisti.cbe deir esibita séliil^io' . 
• /'tao ) per nleyarti I9 pcdpri^, eU mariti) 'di essa.-JBd in pri«; . . .' j '\^ * 

mo Ittogcp la |lròpofziòne(1). non % che ceiA^uentè al, questui , ^ * \^ 

.. to*y o'aliè CQndizIoni égA proble«ia, 9 Yiitf^ (2)' alla natu^ * ' * ' • ;• « . * 

del subbietto. dello stesad, ^oèal Ct^i^olo pcopteslo. Dan- « 



■ 




' .La- costruzione* poi di tal* problema 'si %*'ancora -recata in . * 
una ipamera. assai 8eIdplic^^•e più £Rbile. d( quella., che ^- * 
Trèbbesi'potut 0* dal ptohlèma xidoUo ottetiterc;. " 
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■ 

PROPOSIZIONE if. . 

. . f 

. 4^9 • Dato di specie , e grandezza il triangolo 
ABG [Jig^^^liy iscrìvervi un rettangolo di data aja : 
la quale per comodo délF ahalisi seguente pareggi 
il rettangolo della base BG * nella data rètta DP. 

SOPPOSIZIONB' JKBE. «FA^TO. •* ' 

II punto della retta AD , ch*/b la iàìfL altezza d^ trian-* 
golo proposto 9 sia quello , che «i domanda . *Per ul ponto 
intendasi distesa la EG parallèla fAlà BÒ , base di ^sso trian- 
golo 9 e da' snoi estremi G , E si' abbassino le dne*€|H,E¥ 
perpendicolari alla medesima base BD ^ • 

Dovendo essere tra se ugnali i dttexet(ao^on.BTRC, FEGH 
saranno le basi loro reciproche alfe aUezze(y&.£/. FL)i eio^: 
; I. Dg Tra stare. * * 

• BC:EG:: DO':DP/ ; 

li. Pec Ut natura <hl daUr 4riaogt>lo è poi 

'■ ' •' feC :.¥<; ::'*I5A : AO. " * • - 
.' Ili,, Dooqué sari - .•.•.'. 

^ iJÀ. : A0 :*:.D0 :DP. ; . 

..•: * . • •; • • . .. ' • 

Bipiikionn n^f. raoBLEi^k. ... • 

• • • \ . • » • • • 

. 440.^1je due riatti AP , pO sono recipEoche 4lkdùe dalt 
DAjDP (^6.£{./^/.),* ed/hanno .per somnm^la data retta AD. 
Punqut un tal pfeUfinà si è ridotto a.qn^o del $.14.'UbX. 
• • Ma eopone di I^so^'im' effettiva sóliiaione,» cbe qn'aggiii 
d>steiiiio*iie| eonfMrlo.^- . '• 



• « 



S\nlroiue9 la VC.p$r lal^del riuàngolo d^to /a fuiiamef ana-^ 
Utf, comt in fUtUa tiomrva^ Eeib ita- p^. doenmenlo ài fi&wtnu 



• • 
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CoifPOSIZIOlfB GEOMETAICA DEL PEOBLEXA. 

ki .... 

AH. Coste. Si bisechi nel panto Y V altezza AD del d^^ 
to trìaDgolo , e poi col centro V intetraUo VD si descri* 
Tt il cerchio ADK , che segherà in K la RT . Si unisca ^ 
«orda KD, e poi presa la DL uguale alla DK, si meni per lof 
puntò li la retta LM parallela alla DA , che dovrà incontra- 
re esso cerchio in qualche punto M ( Io che accade , quan* 
4o sia possibile un tal problema ). finalmente si tiri per M 
la retta £G parallela alla BG base del detto triangolo . Sari) 
il punto quello che sì dimanda. 

PiM. Le dqe rette DK , OM avvegnacchè uguali alla me-« 
desima DL , sono uguali fra loro. Dunque sarà DK'=MO*, 
cioè il rettangolo ADP uguaglierà V altro AOD , e quindi 
starà AD : AO :: DO : PP . Ma la prima di queste due n^- 
l^oni è quantp quella di BG ad £G • Dumpie sarà BC : EG 
:: DO : DP , e con ciò il rettangolo FEGH pareggerà V aU 
troBTRC. 

E nello stesso mo^o potrebbesi ordire la dimostrazione^ 
per r altro puntp o , quando la LM ne' due punti M, m ia-< 
contri il descritto cerchio (§.201.). 

412. Coa.1 • Se la retta DL si ritrovasse uguale a YD rag-' 
gio del descrìtto cerchio ; 1' altra LM , che si è condotta pa- 
rallela alla DA , gli si^ebbe tangente ; e 1 rettangolo , che 
vi si doveva iscrivere in tal caso ne sarebbe un massimo. 

413. CoE. 2. Ma in questo caso la DK , pui si è fatta u-* 
guale la DL , sarà ancor essa uguale al raggio YD j o YK ^ 
Il perchè essendo equila^ro il trìangolo YDK , la DP sar2| 
|ina metà di 'DY ; e quindi il rettangolo BTRG quarta par- 
te del r/BttangpIo di DA in BG, cioè metà del dato triangola 
ABG. 

E da ciò potrà rilevarsi il seguente teorema : 
// massimo rettangolo iscrUlibile in un triangolo dato è mc-- 
(fi deW aia di esso (riangolo. 
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h\k. CaR.3. E sarà poi impossibile il proposto problema, 
se il rettangolo dato fosse maggiore della metà dell' aja di 
quel triangolo. 

Al S.ScoL. Le veriUi esposte in questi tre coroUarj y ed al- 
tre simiglianti eose debbono essere avvertite, ed indicate 
da un sagace scioglitore di problemi • E qui si potrebbe <h 
ziandio avvertire quel ebe fa iodi cato nel §. 408. 

PAOFOSIZIONE VL 

PROBLEMA. 

4t6« Dato il panto G [fig.^. ] nel diametro PV 
del semicerchio POV,e data di posizione la rettaAR 
perpendicolare ad esso diametro^ inclinare tra questa 
retta 9 e quella semicirconferenza Faltra retta RB^che 
sia di data grandezza y e passi per Io dato punto G. 

SOLVCIONB AIOEBKICA. 

Il paolo B sia qadlo , che si domanda ; e da esso m oT' 
dini la retta BF , e si tiri al centro G la BG . Ciò premesso 
pongasi 

GB = s GÀ = a 

RB s » GC =c o 

• quindi GB =3 i-f a; GB =s r 

sarà , pe' triangoli simili GAR , GFB , 

GB : GÀ :: GB : GF 

ax 



cioè h-\- X '. a:: a::GF = 



b-^ X 



e quindi CF =: GF ~ GC = — e. 

Ma GB* = GC* + CB* + 2CG x CF 
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Dunque atra ne^ loro simboli 

2aex A « 
a:' a= e + r» + — -.— 2c* 

2acx 
Ed ordinando questa equazione^ avrassi 

41 T.Coa.l. Questo problema avrebbesi potuta coll'uso del- 
la concoide geometricamente costruire , ed in CacìI modo, co- 
me in simili casi soppesi condurre Archimede , principe de' 
geometri antichi , ed il Newton , genio della moderna Filo' 
sofia ,. cioè : 

Si descriya una concoide | ohe abbia G per polo , per as- 
sinioto la data retta AR ^ e per ifUervtdlo * una retta ugnale 
ad RB • n punto ore questa cur?a ìnoootra il dato semicer- 
chio j sarà il richiesto • Ma si Tedrk qui appresso come po- 
terlo in altra guisa costiuire . 

A18.Goa.2.Se il dato punto G stia in P , cb'è un estremo 
del dato diametro, il proposto problema sarà piano. Percioc- 
ché in tal caso sarebbe e = r , e quindi e' — * r' ss o. Dun- 
que r ultima equazione si ridurrà alla sdente : 

x^ -f» bx^ — 2acx =s Q 

msia X* -jr^^ — ^^^ ^ss o. 

419.C0U. 3. Essendo 

GB' + CG- = CB-+2FG xCG 
sarà ( toltoTi le uguali grandezze CO' , e GB*) , 

GB* — G0'=:2FGxCG. 
£ moltiplicando per GB -f BR il primo membro di questue-* 
quazione , e 1 secondo per GR n' emetterà 
GB'+BR X GB'— GO' X GB— BR x G0'=2FG x CG x GR. 
Ma essendo GF:GB::GA:GR , si ha FGxGRs GBxA^ 

• reg. la noia aUa frog^Sr, U, ( §, S29^ ^ 
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k quindi 2GF X GR X CG =i 2GB X AG X CC. 

E sostitaendo nella precedente equazione questo valore di 
2GF X GA X CG, ed ordinandola per le jfotenze di GB, sarà 
feB'+BR X GB'— (2CG X AG + GO*) GB— BR x GO' = o: 

A20. Cor. U. Qùést' equazióne potrebbe tradursi in uq 
geometrico teorema , qual fu proposto dal gran Newton ' 
per ridurre tutte le costruzioni delle equazioni cubiche ad 
applicare vna retta data tra 7 semicerchio POE y e la data 
retta , sicché ella passasse per un dato punto ti del tfi lui 
diàmetro , o net di lui prolungamento. 

PROPOSIZIONE VII. 
Problema. 

4^ 1 ;Datò il pupio A [^g'*4*] ^^ll' ^sse della pa- 
hibola MBO condurle da esso là segante ABO , tal 
che sia data dì grandezza la Corda BO. 

SoLuz. Suppóngasi essere AB la segaiité richiesta, che sé- 
ighl in S la tangente yerticale MS. Ed ordinata all'asse la BC 
dal punto B y pongasi AB == x , AM =± ày MS =bt;, e quiù- 
di AS = V (a* + ^') 9 <^h^ P^^ brevità di calcolo si disegni 
per z . In oltre , pe' triangoli simili AMS , ACB , essendo 



VX 



AS : SM :: AB : BC, cioè ,z:v::x : BC , sarà BC=ii — } 

ed essendo^ ÀS:ÀM::ÀB : AC, cioè del pari 2 : a::» : AG, 

sarà AC = — 5 e quindi MCà: AC— AM = — — a . 

Ma per la natura della j)arabola MBO dee essere 

BC'^MCxc 
dinotando con e il parametro principale . Dunque , sarà ao' 
sìmboli di queste grandezze 



k 



Ariltmi. Uni Vere, kpptndiìc 'de aequàt. cohst. Un. n, xiir. 
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t>'x* acx 



kd ordinando L' equazione, avrassi 

aez caz* 



v" v" 



•-•-• »^m,^ L 



aez - _ f /ac z eaz \ 

II. Gò posto , i due Talorì delFignota x^ esprimono AO 
ed AB '; dunqne la BO differenza di queste rette sarà ugua- 
le alla differenza di que'due yalori.E dovendo esser data una 
tal diflerenza y che cMiDdamente può esprimesi per 2& , sarà 



'vC^-v^)=« 



Si devino a quadrato i membri di quest' ultima equazio- 
ne , con farvisi i dovuti riducimenti de' termini, e si ponga 
per z' il suo valore a' + v' , mk 

£ quindi mohiplìcando per v^ quest' equazione, ed ordinando- 
la rispetto air ignota ^ ^ se ne otterrà quest' altra 



ti* 4- I ■ tu* == — — 



a^e 



ac + 4') 

Sicché esprìmendo per 2 A' il coefficiente del secondo termi- 
ne ($.124.) , e ìper ^ r ultimo termine ($.132.) ; sarà 

t;* + 2AV SE ìò 



^ Percliè alla sféssa equazioot?, e col calcolo medesimo fti pervi che , 
ponendo A0=: «• 
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CONSIDEEAZIONI SUL nOtoSTO PROBiEllA • 

422. LI valori della v sono quattro , due reali espressi per 

ed immaginarj -gli altri dae 

Ma in qvesta indagine geometrica debbono militartie qne* 
dne reali solamente ^. Cioè, sidlà tangente verticale Ss deb- 
Ixinsi troncare , dalF una parte, e dall'altra del yertice M le 
due parti MS , ed Bl« ugnali fra loro , e ciascuna di esse 
quanto il valore geometrico dell' espressione 



VC- ** + V (*♦ + A*)) 



' 423.11. Questo problean potfebbesi elegantemente risolve^ 
re per la teoria del fuoco della parabola* CSoè, supposta es- 
tere AO la segante richiesta > e QP una tangente di tal cur- 
Va parallela ad essa segante, si congiunga il fuoco F della pa^ 
rabola eoi punto Q del oontatto, e si meni da Q la QR paial« 
Itela air asse MF • Ciò premesso pongasi 

FQ = FP ta a; , 
ed FA «e; 

saA AP = QRsx--e; 

e sarà poi il parametro del diametro QR uguale a 4FQ =1 ijt 
(jpr.i8.lib.LCon.). Quindi dovrà essere . 

BR' «e QRX4QF fcfc (a? — e)x4a:. 
Ma per le condizioni del problema V è ancora 

BR« «e &' 
Dunque sarà 

4a:' -— 4cx =a 4* . 

Onde facilissimamente si distende per tal via la soluzione del 
' Non essendoT^ rette immaginarie. 
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proposto problema, o che vogliasi analitioamente eaibire \ • 

per opeirazioni geometricbe solamente • 

A24.in.Se il dato paolo fosse faori delVasse della parabo* 
la, com'è il panto D, si dovrebbe per la proposta ricerca ab« 
bassare la DE perpendicolare ad AT, e la QT alla stessa AT. 
Ciò posto si poQga MT zz MP ?=: x , param.prine. =;/i , e 
quindi QT s ^px ; e ponendo la DE s;; 9 ^ e la FÉ «s /*, 
aark , pe' triangoli simili QTP, DEA, 

QT:TP2:DE:EA, 

2«r 
cioè y />ar : 2x :: a l'Ex z:: ■ /^ . Onde dovrk esaere 

ed BB-c= RQxMìF = (» + '/fp-r- -^V tx^ ) . 
Ma per le condizioni del problema dee essere 

Dunque pareggiando querti due valori di RB* otterrassi qnV 
quazione biquadratica , qual dee essere in qnestp caso. 

425. IV. Onesto problema avrebbesi potuto ancor risei ve- 
ire«con la moderna Geometrìa analitica a dite coordinate ; ma 
bo stimato ragionevole Y omettere i tratti euristici di questo 
metodo, come quello, cbe in sostanza non differisce dall' OV'* 
vio airtìfizio dell' eliminazione dì utC ignota da dna equazioni 
locali , ov' eUa si contiene ; ed è sovente di un duro maneg- 
gio , e cbe mette a risoltamentl malagevoli a costruirsi , e 



* Emndo RB* = R(?X^OF= PAx4PF, ti atra 4PF : RB :: J10 
: PÀ :: 4RB : 4PA ; 9pvò h dueniU 4PA , 4PFan$nli la data diffe- 
renza 4ÀF iarunno reciproche alte due rette date RB , 4RB ; ed il fio- 
htema ti cottruirà faeHmetUe pel ^M. R che può tervire di comprova » 
che la cottt%aiom deUe equaziani del 29 grado riduoati al problenuL 
fùndamentaU defjti aaltdbt M indica, come è ita$o da noi detto nd cir 
tato §. » e tara ancora piit appretto dimottraio dal Pergola . 
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eoD poca eleganza • E ciò può intendersi dalla considerazio^ 
ne seconda , e da tanti altri esempj. 

426.C0R.I .Suppongasi esser la BO = , Io che si avvera 
quando la retta ÀO diviene tangente della parabola • In U\ 

caso sarà 

acz 



e quindi 



^=%r*' 



BC* a*o 



donde si ha '^ CM ss ^ = , 

e Uv* 

Ma po' triangoli simili SMA , BCA è poi 

SM : MA :: BG : CA 

cioè f; : a :: TT-- • CA 

Dunque sar^ CA =s — ■- 

E con ciò : 

Za sotlangcnle CA dupla della sua corrispondenU qmcì^. 
sa CM. 

427. Cor. 3. Con simigliante artifizio potrebbesi risolvere 
quest' altro malagevole 

PROBLEMA. 

Dato di grandezza il cerchio FDG [ flg.5. ] , che abbia il 
suo centro G neW asse MG della data parabola BMO ; coiit 
durre ad esso cerchio la tangente ODB , sicché sia data la 
parte OB , che resti nella parabola. 

Sol. Compita la figura , come qui si ravvisa j pongasi AR 

^ Quando un'equazione quadratica ha due radici uguali , l' incognita 
pareggia la metà del coefficiente del 2? termine col segno contrario • 
^ Per la natura della parabola . 
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fisor , AG £5 ti , GD = a , AD = z = V («^' — O > ^ M 
= e ; ed il param. princ. as e . 

E poiché i triangoli ADG, ÀCB sono simili , stark 

AG ; GD :: AB : BC , 

ax 
eidè V : a :: « : BC := — . 



E similmente 



AG : AD :: AB : AG , 



cioè D : s :; X : AC es — , 

ed MCfeGM^GA — ACcae~ti~ ^ 

Ma per la natura della data parabola dee essere 

BC* s> MG Xporom. 

Donqne ne' loro simboli ayremo la segaente.equaaione 



^gxec^ve^^ 

La quale maneggiata, comeqaella del problema precedeiH 
t» dark il valore delle retta AG, dal coi panto A dovrebbeM 
CfMBidarre» ad esso cerchio la tangente addimandata* 

PROPOSIZIONE VIIL 

438». Costruire un triaugoloi di cui sia data V aja|| 
il perimetro , ed un angolo • 

Sol. Suppongasi essere ABC [flg.O.I il triangolo richie- 
Bto , sicché siavi dato 1' angolo in B , ed oltre a ciò sia 
AB + BC «f CA = P, e l'aja ACB uguale al retUngolo di 
P in M • Ed ecco di rincontro , nelle due seguenti pagine , 
i procedimenti de* due metodi , sintetico , ed analitico ) 

onde potrebbesi guidare la soluzione dì un tal problema. 

20 
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Analisi Geometrica. 

I. Si prolunghi il lato AC io a , sicché sian?i le due par* 
ti Ci , e &a ugnali a GB , e BÀ respetlivameute ^ onde ti e« 
merga tutta la retta ka uguale alla data P. 

IL Tirisi dal punto C la CD perpendicolare alla AB. Sarà 
dato di specie il triangolo CBD,per esserne dato 1 angolo B. 
Dunque sarà data la ragione di BD a BG ($«60.) , e quella 
^el rettangolo ABD all' altro di AB inBC {4 .El.VI.) . Ma 
questo rettangolo è dato, per avere una data ragione al dato 
triangolo ABC (§*21 .). Dunque sarà dato tanto il rettangolo 
di AB in BC, che l' altro di AB in BD; e questo potrà snp- 
porsi uguale ad RxP » T altro ad SxP- 

ni.IoUnto è 

ha- + Ca* c= 2AflC + AC* ( l.El.II. ). 
Dunque togliendo C&' -f- &a* dal 1* meoibro di questo pa- 
reggiamento , e dal 2* togliendoYi GB* 4. BA* , cioè AG' 
+ 2ABD , resterà 

Aa* 4. 2Cia »2AaG ~ 2ABD. 

IV.Finalmente si pongano in questo pareggiamento le lo- 
ro equivalenti quantità , avrassi 

P'+2RxP = 2PXflC — 2SxP 
cioè P + 2R +2S = 2aG . 

Dunque aC , o le due AB , BG hanno >/>P + R + S , per 
somma data , e contengono un rettangolo dato • E con ci^ 
possono geometricamente esibirsi (§• 1 4.) . 
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Soluzioni analitica. 

I. Il dato perimetro del triangolo richiesto si chiami P ; 
ed i dae lati AB,BC di esso dicansi respettÌTamente «, ed/« 
Sarà r altro lato AC = p — x — y* 

II. È data \ aja del triangolo ABC, perle coodisioni del 
problema ; e per esseme dato 1' angolo ABC , e quindi il 
rapporto di esso triangolo al rettangolo di AB in BC($.2l •)y 
aarìi però dato tal rettangolo, che si esprima per pc ; quindi 
sarà xyispc^ 

« con ciò r := — . 

ri 

III. Ed esprimendosi la data ragione di CB a BI>per n:m 

sarà fi : m :: ABC : ABD. , cioè n : m :: t»c : ABD = -iL 

n 

Ed essendo AC = AB* + BC — 2ABD , 

sarà (p — a? — j^)» 5= x" +^' — -2!f 

lY. Si contraggano i termini della precedente equazione^ 

sarìt p" — 2pa?- 2pr + 2;ry =^^221 ^ 

n 

Ma qui sopra si.è dimostrato xy :=:pe, eàj =^. Dun* 

X 

que riportando tali valori io queir equazione , ne risulterìi 

« "^ « 

«io* ;« — 2Lc« — 2pc -fc 2« = ^*™** 
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CAPITOLO IK 



^ 



DbIYiA I*. PARTE HSLl'aNA&IM QEOIlETft|CA y 

429. Io qui m' impegno a dic^iiariurvi le seguati cose ; 
cioè, qaal sia li^ gupposizìone del Caitto } qaanta la sua esteo- 
sione nelle Mate9iatiche ricerche : perchè ne' problen^ djk 
aito , e posizione soglia esseme infeconda^ ; e finalmen^ per 
qual ragione ella si differenzj da cert^ altri priocipj earìr 
iti^i , p dimostratiYi , che le pajono. identici^ o afl^oi. 

?1(V0P0SIZI0N5 IX. 

43o^ Ne' probleini ^eoni^etrici la supposizione del 
fatto io queste dae cose consiste principalmente ; 
cioè nel concepii:e coi;ne ^à rit;rovatQ ^uel punto , 
cui si riduce Y inddgiue di ciascm^o di essi • £ nel 
poi distenderne V analisi g^om^tricc^ , e V algebrica 
inan^gio su i d^tei^minanti di esso punto , ^ sa di 
^Itre gra9dez:^é y ^lie né dipeo^dono • 

DiM. Ogni problema geometri<^. , com^ pi& volte Tho in- 
dicato ($>1 5^.), s\ ridoce a ritrovtfe un ^npto in una linea , 
o in una super^cie y sicché ei possa soddisfare^ a certe propo* 
ste condizioni . punqi^e la detia supposii^ioor del ^tto dovA 
consistere n^l conpepir^ come di già ritrovato un tal punto ; 
^ nel divisarne i rapporti de' suoi determinanti per un proce%- 
sp dì pura sintesi , o con analilici msineggi • 
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PROPOSIZIONE X. 
Pmiiioimo. 

43i , E quindi oDér tal supposÌ2ÌoiM àe\ fatto ci 
permétte di poter coodurre' rette da quel punta i<« 
gnoto ad altri dati ; di tirarle con data posiaioue su 
linee date ; di troncarne date parti da queste retteci 
o da quelle, e di formar su di esse figure date ; ed 
altfe simigUanti cose y che parranno convenienti aU 
V analista. 

La <)Ì0N>8tfasioBe di questo priaoipio oontiensi in quella 
del precedenle : ed i cinque proUemi diaasi recati potnii- 
PO tmfii di lane a questi due priqQipj • 

PROPOSIZIONE xr. 

PBlHCIfA^. 

433, Talora gioverà distender quella locale 9 ove' 
jl pnfito richiesto deesi ritrovare \ e poi supporlo , 
coinè di già ritrovato , £d una tal condotta di a- 
nalisi si dovrà praticare qoando un problema geo* 
metrico proponga più condizioni fra loro distinte* 

D|É. Ti^ocAodo qua sola di pik condizioni^ che contengan* 
%i Iti un geometrico ptoMeniff, si otlerrk^ come sopra \ ho di* 
Tisato , una certa locale , cioè nna liaM ratta ^ o canra ( $$• 
202,6 206). In questa dunque doTrk ritroTarsi il punto igne* 
to del proposto problema , quando gli si restituisca la tron- 
cata condizione • E quindi giovarà distender prima V anii- 
detta locale , e poi supporvi noto il punto addìmandatou 

Il sbucete problema chiarirà le proposte cose. 
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PROPOSIZIONE XII. 



PROBLEMA. 



4^^* Vogliasi formare un triangolo y che abbia 
per base la data retu AB [^. 7. ], e per altezza 
r altra P^ e che il rettangolo de' suoi lati sia ugna* 
le al dato V. 

. Si distenda la Ce parallela ad AB , e da essa distante per 
la data P. Questa retta Ce sarà la locale del problema , cui 
siasi tolta Y ultima delle riferite condizioni • Dunque in tal 
retta dovrà supporsi come già noto il punto C , che si do- 
manda , e poi effettivamente ritrovarlo. 

434. ScoL.U resto dell' analisi geometrica, con cai guida- 
si a Gne un tal problema , a queste poche ragioni si riduce. 

Intendansi condotte da' punti A, e B dati all' ignoto pun- 
to C le due rette AC , BC ^ e sulla C A dal punto B la per- 
pendicolare BD. 

Sarà AC x BC : AC x BD : : BC : BD (/.£/. FI). 

Ma la prima di queste due ragioni è data per esser que'due ret- 
tangoli respettivamente uguali a' due rettangoli Y^edABxP* 
Dunque sarà data eziandio la seconda di dette ragioni , cioè 
queUa di BC a BD. Quindi ne sarà dato di specie il triangolo 
rettangola BDC ($.6.0.) ; e sarà dato l'angolo acuto BCD » 
ed il suo conseguente BCA', se questo ne occorra. 
" Dunque dovrà descriversi sulla data AB il segmento ACB 
capiente di quesl' Mgolo dato , ed incontrandone la Ce ti se«> 
goerà due punti (Hy e soddisfacenU al problema ^^ 



* Se la retta tocchi* quel cerchio , sarà un solo il punto soddisfaceots 
al iiroblema; e i, ella affflttto noo Lincoatri il. problema mi UP£O0iil)iIt 
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PROPOSIZIONE XIIL 
Paincipio 

435. [La supposizion del fatto , che ne* problemi 
di sito j e posizione suol esserne infeconda , vi dee 
essere avvalorata da qualche nuovo principio d' in- 
venzione • Gli antichi a tal oggetto servivansi sag- 
giamente de' porismi » Ed io per alcuni problemi 
di tal genere ho escogitato il principio della conver^ 
Sion d^ dati y quell' altro della loro trasposizione f 
o qualche altro affine ^ del che nella Parte II''. ^ 

R18CH. Spesso in un problenia di sito non appare ore 
debba esistere queir ignoto panto, cui convien ridurne l'in- 
da^ne di esso **: molto meno di tal punto ne appajono i de- 
terminanti • E qual ripiego un saggio analista dovrà pren- 
derne in tal rincontro^ per potervi la prima parte dell' anali- 
si geometrica praticare 7 Ei con uno dì que' principj esposti 
negli Atti della nostra Accademia ***, dovrà fissare una certa 
locale del problema , e quivi concepir come noto Y ignoto 
punto. E se ciò non convenga fare , altro scampo non rima- 
ne air analista , che il proccurarsi un geometrico porisma 
opportunamente . Ma che son mai cotesti porismi , di cui 
pregiar cosi i geometri antichi^ e che i moderni si dolgon d'i- 
gnorare ' ? La loro investigazione ^ per quel che a me sem* 
bra , può ridursi alla seguente. 

É un Porisma geometrico y quando dato il rapporto di al- 
cune geometriche grandezze poste fra loro in un dato mo- 



^ Ytnanii le nule 2S^$32 dd Pmpetto. 

** Vn sMmpto di dò può riletam dal prM. 10. eap. vili. Kb. IL 
Si pcinmio ora nfecmfrar laU cote nella noelra Geometria di sito* 
Leggisi P>ppo nella pref. lib. YU. CeiOex. JUaUm^ 



• ¥* 



216 DeW invenzione geomelricA. 

do , cercbiài ài conoscere le locaUlà di eerti punti ; la con* 
eorrenza di certi altri ; il silo ^ che prendono certe nuove 
grandezze ; ec. *• viceversa da queste cose trarne que'rap- 
porti. Or cotesta indagine è assai scabra, e malagevole ; dap 
poiché tra' dati di rapporto (cai riduconsi i primi tre gene* 
ri ' ) , e tra que' di sito non v' è che di rado |Loa cornspoop 
densa investigabile in facil modo • E.qnindlper'befisq^ioii 
de' pò riami esigesi5.che.sien jgrandemevte fi^iQiJiari alV awUr 
«ta.le.geivnetri^I^jB nozioni , e eh' egli abbia ppire ijoui som* 
jna' sagacia nel si|p^rle con^binar fra loro , ^ a' proprj snb- 
bietti applicare. E con t^l ricerca pih famiglie dì geometrici 
prqbleniisi potr^n proporre , e poi risolver fisicilaiente *^:Mb, 
un tal lavoro da' giovani del moderno conio aperafti alT in- 
damo • 

Si è detto nel precedente libro ($*S06.)5 che se da un pro- 
blema geometrico detern^inato si tolga nna siui qualunque con-» 
dizione, ei debba divenirne indeterminato. In tal caso infiniti 
punti posti in nna locale saranno soddisfacenti al problema 
indeterminato ; e cotesta linea dovr» tenere per una delle sue 
proprietà il quesito del problema . 'Dunque Tè fiicil cosa il 
cangiare un problema* locale y o indeterminato in un locale 
teorema • Ma sì 1' uno , che l'altro si cangerà. in porìsma $ 
quando dalla detta località vogliasi conoscere un de' di lei 
determinanti . Cosi l' è un teorema locale la 21. EUm.III. ^ 
cioè , che : gli angoli poeti in un medesimo segmento circolare 
fieno uguali fra loro . Ed ei potrebbesi cangiare in un' pro-^ 
blema locale , che si concepirebbe nel seguente modo : B£* 
trovare, i vertici . d^ triangoli ^ che abbiano una etessa base | 
ed un dato angolo verticale , e èien rivolti dalla stessa parUé 

* Si riscontriao alcuni lemmi dello stesso Pappo nei lib.YII. CMsm 
Maiem. 

* Cioè i dati 4ì gnindeue • di specie , e di rapporto. 

'^ li sito di certe grandeue e' iastniisoe a poterpioporie » • risolver^ 
non pochi di siiTatti problemi. 
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.Ma sì òm una y cke dalF altra di queste dae proposizioni 
potrebbesi trarre la seguente indagine ^ cioè : Da %ai estremo 
di tm dato arco circolare si conducano in esso quante corde no 
piace ianfi y ed al termine di ciascuna di queste formisi un an^ 
goto dato ; qual sarà il concorso di queste rette ineUnate a 
quelle corde 7 II divisato concorso , come 1' è noto dalla 2i. 
£L III. , è nn pmnto del detto arco , o nel suo compimento 
aUa circonferenza . £ tal ricerca , ed nn tal ritroTato sareb- 
be una specie di porisma, o di proposizione media tra' prò* 
blemi locali , ed i locali teoremi * » 

PROPOSIZIONE XIV. 

PaiNCiPio. 

436« La supposizione del fatto non sol ci guida a 
risolvere i problemi di Geometria y ma ella è pu- 
ranche un principio regolatore di tutti gli altri meto* 
di euristici nell' Analisi definiti y e degF infiniti y 
e di tutte le altre indagini y che sulle quantità, qua** 
lusque ne sieno y si posson mai proporre. 

RiacH. Da questa supposizione , come da copiosa vena 
sporgono i diversi maneggi delle algebriche equazioni , le ri«i 
soluzioni di esse, le tante sì diverse evoluzioni delle formolo 
analitiche ; la genesi , lo sviluppo , e la sommazione di certe 
serie , le integrazioni di alcune equazioni differenziali, T in- 
venzione de' massimi , e de' minimi , ec. , ed altre non po- 
che indagini sulle analitiche grandezze. Su di che eccone u- 
na pili precisa indicazione. 

* Si riscontri stcl proposito la noitra prima iissertaxione nel voi. i. 

àtAi Opuscoli. 

21 
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PROPOSIZIONE XV. 



Pbingipio. 



^i'j .Chiamaiìdo x^y^ Zy ec. le ignote distìnte di 
un qualunque problema , ed a , 6 , e , ec» le sue 
grandezze note : dovremo proccurarci, pe' principj 
stabiliti nei cap. 2. del lib, IL , le espressioni delle 
ignote, che trovansi annesse alle anzidette , e che ne 
cale di esaminare • £ poi tradurne le condizioni di 
esso problema in equazioni, che si dovranno per le 
algebriche teorie saggiamente maneggiare. 

RiscH. Questo principio, e 1 seguente racchiudono in po- 
chi versi la condotta degli analisti nel risolvere un qualunque 
problema per mezzo dell' Analisi de' finiti , o de^' infiniti «^ 

PROPOSIZIONE XVI- 

Principio. 

438. Similmente se chiameremo x^y^z^v^ ec. le 
diverse s^ariabili di un qualunque problema ^ ed a, 
b y e y ec. le grandezze costanti * di esso j dovremo 
pure proccurarci le espressioni di certe variabili con- 
nesse colle prime , cioè di certe loro funzioni • E 
dovremo poi maneggiar tali grandezze giusta le con- 
dizioni del problema y e colle regole dell' Analisi de* 
finiti 9 e di quelle altre degl'infiniti altresì . 

* Per la definizione di queste grandezze , veggaiiil noeiro cono M 
Analisi algebrica. 
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RiscH.Le graadezze sanabili oltre al maneggio algebrico, 
che loro può adattarsi , sodo anche suscettive di certe ope« 
razioni particolari , che sulle ignote de' problemi non è lecito 
di fare • Tra qneste operazioni , che rapportansi néir Anali- 
si degl' infiniti , deggionsi numerare le prime , e le ulteriori 
differenziazioni di esse , e delle funzioni loro. 

PROPOSIZIONE XVIL 

PnlNClNO. 

439.La supposizione del fatto non consiste y cod- 
ine talun di voi potrebbe credere y nel prender Y i* 
gnoto per noto y o per determinato ciò y che non 
è tale • E né tampoco deesi confondere col tipo di 
certe dimostrazioni indirette, o colla r^ola del 
falso y che nelF Aritmetica volgare y ed in altre a- 
nalitiche ricerche talor giova praticare. 

SiM. Nella snpposiiion del Citta non si annidi^ Terana pe^ 
tixione di principio , qual sarebbe quella di prender Y i* 
gnoto per cosa nota , o creder determinato ci&>, che non^ 
è tale, ec. Imperocché la detta sapposizione non fa, che as- 
sumere i determinanti del quesito ( che per altra sono gran- 
dezze ignote ) , e ra^uagliandoli alle cose date del proble- 
ma , renderli poi noti con uà processo di purasint^i^ a. eoa. 
analitici ripieghi. 

In oltre basta essere iniziato ne' precetti di Logica;per iib* 
tender bene quanto le indirette dimostrazioni sieo diverse- 
dal tipo di qoast' analisi geometrica ^ di cui n! è principiob 
la detta supposizione del fatto. 

Finalmente da questa supposizione del fidtoin'è^aQcW£r 
lusa la regola del {also ^ colla quale ^codig^iosaottote nai^ 
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Tonai ardoi problemi di Aritmetiea j e tanti altri benanche 
dell' Analisi sublime, a risoWere i qaali o non y' ha arte al- 
cuna^ o l'arte n' è da meno. Poiché in tal regola si assume un 
numero falso , come s' ei fosse il vero , cioè Yeramente quel- 
lo , che si domanda ; e vi ai ya poi saggiando se da esso ne 
risultino gì' identici dati del proUema, o pur de' diversi. Nel 
primo caso 1' assunto numero sàtk il yero : e nell' altro dal- 
la differenza de' dati , e de' detti rìsiiltamenti suol ricavarsi 
il Tero numero esattamentCì o per approssimazione : usando 
in ciò la regola aufta vm^ o piii Tolte , ed altre del volgare 
algorismo • 
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CAPITOLO III. 



DBUO SVILUfFO DELLE GONtlMSNZS OBL FATTO. 



A40Xo 8TÌltip{k> delle conegiieiìse , che deducomi dalla 
tapposizìoiie del fello, è il secondo maio dell'aDidisi geome* 
trica , e forse il pih insigoe di qne' tre > eh* io dissi doTer* 
Bela esseatialmeate coatitoire (^397) • E sebbea ei piìi per 
f iogegnò dell' analista , che da' precetti dell' arte rendasi 
attira , a di verità utili fecondo , nondimeno il recarvene la 
ana natura^ ed alcone principali regcrfe | che ad osarne con* 
dacono , non sia grave. 

PROFOSmONE XVIIL 
pRiifCiru). 

44 1 «^ svìlappo delle coDS^uenae del fatto con- 
siste, nel trarne certe opportune analogie, ove con- 
tengansi alcuni determinanti de' dati del problema, 
ed alcuni altri del quesito j e maneggiando poi , e 
riducendo cotesti rapporti colle regole degli JE^/e- 
menti pianiy o con altre, che se ne posson dedurre. 

Dm. 1 dati, ed i quesiti di ira probleoia hanno fra loro uà 
nesso (pr.2..lib.IL)y sicché da'primi si possono gli altri de« 
lermiaare • Dunque se rinverremo qaalche analoga , ove si 
contengano i detenainaati de' dati , e de' qaesiti di esso , 
e colle regole ose in Geometria la maneggeremo, ci potrk rie* 
scire agevolmente ( se pare an tal problema non sia di allo 
grado, o di sublime indagine ) di render noti qoe' determinan- 
ti del quesito, o di ridurre il problema ad un altro di già ri- 
soluto • E per tal mezzo potremo proccurarci una soluzione* 
cffeltiva del [nroblema , o un' altra di ridusionem 
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PROPOSIZIONE XIX. 
Principio. 

44^* I fonti j da' quali attingoasi i divisati rap- 
porti tra' i determinanti de' dati y e qnei de' que-* 
siti di un problema , sono le condizioni di esso , e 
le proprietà del di lui subietto. 

£ '1 maneggio di questi rapporti potrà farsi col- 
le regole prescritte in Geometria, co'teoremi del 11^ 
degli Elementi j o con altre verità elementari • 

DiM. La soluzione di ciascun problema dee corrispondere 
al soggetto , che tì si propone , ed alle condizioni , che gU 
s^ impongono . Dunque non men du queste , che daUe prò- 
prietà di quello si dovranno trarre i rappord fra i deternù^ 
nanti de' dati y e de' quesiti • 

443.$coL.Per la piena intelligenza di questo principio eit* 
ristico giova por mente al sottoposto canone , ed ali* avver* 
limeQlp , che il se^e. 

Canone. 

AM.Niuno mai imprenda a sciogliere un geometrico prò? 
blema , se non gli sien conte le proprietà del di lui subietto, 
e se non sfagli familiare il maneggio delle geometriche ragio- 
ni applicate alle semplici rette , alle loro potenze ^ ed alla 
figure , che chìudonsi da rette ^ o dalle linee circolari • 

AvY. La prima parte di questa proposizione amm^ette qual- 
che limitazione, che si osserverìi qui appresso; e poi nel de-^ 
corso di questo libro. E per la seconda gioi^erà intender bene, 
le seguenti cose . L' essenza di. una dimostrazione sinteti- 
ca consiste principalmente iu una saggia evoluzione di geo-, 
metriche ragioni . Non di meno cotesta tela dimostrativa 
vuol esscroe iptsrsiata da altre verità degli Elementi x 9^ ^^ 
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pnò ttserlo ^ a fio di renderne comoda V iatelligenza • Sa ti 
che gli antichi si distinsero mirabilmoste. 

PROPOSIZIONE XX. 

PaiNCiPio. 

44^ • I^^ soluzione di un problema dovrà stimar-^ 
si legittima, e conveniente , s' ella si derivi da tutte 
le di lui condizioni , e da una, o più proprietà del 
sobietto. 

£ dovrà poi aversi per elegantissima la soluzio* 
no di un problema , se da meno proprietà del di 
lui subietto si derivi, e sia pur conciso, quanto pia 
può esserlo , il tessuto delle ragioni , che traggono 

si da essa , e dalle condizioni del problema • 

• 

Dm. Siccome Natura non b vemna cosa ali* indamo , né 
mai con profasion di mezzi , e senza un minimo di azione il 
produce ; cosi la soluzione di un problema , perchè sia na- 
turale , ed cibante, dee esser fatta con un certo minimo di 
eurìstici prìncipj " • Cioè a dire con?ien trarla da un minor 
numero possibile delle proprietà del snbietto, e con pih con- 
ciso man^gio di ragioni , che n' esprimano le proprietà ao- 
xidette , e le condizioni del problema^. 



■ * Cioò con meno artifizi di risolozkMie ; o come §i espresse rHaDey : 
JlfMiIyfì hrmuima , et rimd p$r$pieua , soggiognendo per l' altra par- 
te esienziale ancora alla solozione : SkUhai eoncùma , al minime cp^ 
t9$a ( Ptuef. màfM. de SeciUm ratianii , ec. ) 
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^ PROPOSIZIONE XXI. 

Principio. 

446. Ed un problema , la cai soluzione non sia- 
si dedotta da tutte le condizioni ivi proposte, ed al* 
men da qualcuna delle proprietà del subieUo , o 
non è sciolto bene , o l' è mal proposto. 

DiH. Se mai una qualche condizioue di un problema sia 
ridoDdante^ o pur si couieDga in un'altra ivi espressa", glUi 
poirh fare un' oltina soluzione , senpia che di essa se ne ab« 
bia conto. Ed in tal caso un tal problema wA sciolto bene ; 
9191 Bhth mal proposto '^ • Così : se proponisi d* iscrivere 
yn quadrato in un triangolo , e soggiungasi ftver questo una 
data aja , o dover serbare a quel triangolo una data ragio^ 
ne , basterà Y analisi geometrica della prop. 4. fer otte- 
Iter r inlento , senza tener conto della prima , o dell' al- 
tra delle soggiunte condizioni • Conciosiachè la prima di es- 
se è superflua, e la seconda n' è implicante • Ma tranne qne*^ 
ftti casi si doTrk concluder mai sempre esser fallace la solu- 
zione di un problema , nella quale siasi omessa qualche di 
lai condizione , o di ninna proprietà del sabietto vi si ab- 
bia conto . 

447. Cor. E sarà benanche fallace la dimostrazione di un 
teorema , quando ella* non dipenda in alcun modo dalla na- 
tura del subietto , o non si tragga dalle condizioni della sua 
ipotesi , e dalle geometriche preparazioni '^ . In questo sca- 
glio urtan sovente que' giovanetti , che avendo più ingegno^ 



** Leggansi le prime de6nizioni del cap.3.Ub«lI. 
<> VoYcndosi almeno proporre più generalmente» 
*^ Cioè da una certa costruzione, che ne teoremi premettesi alle di« 
mostrazioni loro. 
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clie arte inqpcendooo a sciogliare probleoii f upartori alle loro 
forze , o preteodon di risoWere cìmrto ci regula problemi 
aoUdi ) ipersotidi , e irasceDdeDli. 

PROPOSIZIONE XXIL 

PmiHCipio. 



44B • Per inventare la dimostrazione di un teore» 
ma y convien dedurre dalla sua tesi continue , e 
legittime conseguenze , finché una tra lor si rinven- 
ga esser vera notoriamente. 

£ da questa conseguenza poi risalendo alla tesi , 
potrà comporsi l' anzidetta dimostrazione* 

RiscH* Le ragioni di questo lavorio contengonsi nelle ve- 
rità del cap. preced. ^ ed in alcuni principi di questo . Sic- 
.clie ad altro non e impegneremo j che a chiarirlo con reca- 
re una nitida geometrica dimostraziooe ad un di que' teoro« 
mi del Fermai baciati a noi senza di essa . 

PROPOSIZIONE XXIIL 

449»Se sopra il diametro AB ijìg*^*] del semicer^» 
cbio AMB si formi il rettangolo ABFE , di cui V al- 
tezza A£ pareggi la corda del quadrante, e da pun« 
ti Ey F conducansi ad un qualunque punto M della 
circonferenza le due rette EM, FM : saranno sem- 
pre i quadrati delle intercette alternative AS y RB 
uguali al quadrato del diametro AB . 

22 
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Analisi geometrica della bikostbaeiome. 

I. Sia vero esserne AS' + RB* s AB\ E poiché la RB & 
divisa nelle parti RS, SB , e 1' altra AB nelle sue parti AS , 
SB ; prendendo , per la 4. El. IL , gli equivalenti di RB% 
ed AB% sarà AS* + SB' + RS' + 2RS.SB = AS' + SB' + 
2AS.SB : cioè , togliendo le comuni grandezze AS% ed SB', 
d' ambe le parti , resterà RS' + 2RS.SB = 2AS.SB . E to- 
gliendovi anche 2RS.SB^da queste uguali quantità ^ doYrìi 
rimanervi RS'= 2AR.SB . 

IL In oltre si uniscano le due rette MA , MB , ehe pi«- 
dotte incontrino in P , Q la EF distesa d' ambe le parti. Sa- 
rà la FQ similmente divisa in E, F, che 1' altra AB in R, S : 
^ale a dire sarà pure EF' == 2PE.FQ ; e prendendone le me- 
tà loro , dovrà essere AE' = PE.FQ ; imperocché V è per ì- 
potesi AE' = 'A AB*. 

III. E per r egualità del quadrato di AE , e del rettangolo 
di PE in QF starà PE : AE :: BF : QF . E dovrà essere A 
triangolo AEP equiangolo all'altro QFB ( i.El.VL ) • Ma 
questi triangoli sono veramente equiangoli , per esser simili 
al medesimo triangolo PMQ rettangolo in M '^. Adunque Fé 
▼era la proposta tesi y che sia AS* -f RB* == AB*. 

450. Avv. Che se vogliasi ordire un' elegante dimostra- 
EÌone a questo teorema Fermaziano, cioè ritrarre la geometri- 
ca composizione dall' analisi recata y vi bisognerà con molo 
retrogrado astenderne alla tesi dall'ultima conseguenza ad* 
dotta , cioè dall' esser equiangoli i due triangoli AEP, QFB 
raccorne, che sia AS' «f RB' =: AB' . E questo regresso di 
analisi geometrica dovrà farsi salendo dal n. III. al II. : dal 
II. 4iU' I , e qui vi cangiar in somme le indicate sottrazioDi. 



*' Essendo retto \ angolo PMQ nel semicerchio. 
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PROPOSIZIONE XXIV. 
Fbin cipio. 

4^1 . Se propongasi di ritrovare un punto in una 
linea retta , o curva , il quale debba soddisfare ad 
una certa condizione j un tal punto resterà determi^ 
nato dall' intersezione di quella data linea , e del*- 
la locale della condizione proposta. E nella combi* 
nazione di queste due linee dovrà consistere V im- 
pegno dell' analisi geometrica • 

Ma se con tal mezzo si pregiudichi alla proprie- 
tà, o all' eleganza della soluzione , si dovrà per al- 
tre vie guidar V analisi del problema , o esplorar- 
ne certe condizioni vicarie deHa data, e più maneg- 
gevoli di essa « 

PiM. Pait. I. Ogni ponto dell' anzidetta locale dee con^ 
tenere la proposta condizione • Dunque descrivendo coiesta 
linea , e combinandola colla data legittimamente ^ si otterrà 
nella loro intersezione il richiesto punto '^. 

Pah. u. Se la divisata locale sia una retta , o> un cerchio ^ 
cioè un Itwgo piano , la risoluzion del problema eseguita in 
tal modo sarà semplice y e conveniente . Ma. s' ella non sia. 
tale 9 potrà dubitarsi , che da' determinanti di essa condì- 
liooe , o da una sua vicaria , o in altro modo ottengasi una 
costruzione aasia^u focile delF indicata, o-tal volta. esegui- 
ta circino et regula . Su di che vedi il §. 20& lib. II. 

A52.ScoL. Prima d' illustrare il terzo ramo^ dell' analis» 
geometrica , cioè la riduzion del problema y io q[ul distenda 



*>* Poicliè (gutA^ {unto centiens at ^ar degli altri: bt Kf^ststt ^oot- 

4ÌU0A$^ 



22$ Deli invenzione geometrica» 

in forma di canoni le principali regole da eseguir lo srilop- 
pò delle conseguenze , che in un geometrico problema deri* 
Tansi dalla supposizione del fatto. 

Canòns It 

453. 1 modi dì aigomentare in proportjone , die H son^ 
mo Euclide ha prescritti, ed applicati ne' libri di Geometria 
elementare , fonnino l' ordinario maneggio delle geometriche 
ragioni da doversi adoperare nello sviluppo delle conseguen- 
ze del fatto. Ed altri niodt affini si potranno pure adottare'^. 

Canone it. 

A54.L' ignota ragione di :r ad jr ti si farà nota , se ti riV 
sca ritrovare un' altr^ grandezza v , ^he serbi a ciascuna di 
quelle due a; , ed jr , ragioni d^te* 

Pm. La ragione di a: ad ^^ ponendo la t;in mezzo allex 
ed j , si compone dalle due di a; ad v, e di v ad j^« Ma que- 
ste si suppon^on d^te* Dunque sarà anche data la ragione ài 

Canonb III. 

455. Se troverai due rettangoli proporzionali alle loro ba-; 
ni, dir^i esserne uguali le altezze (i. EL FL ). E se Tua 
rettangolo stia all' altro , come la base del primo ad una tèr- 
za retta ; dovrai dire , che il secondo rettangolo ne uguagli 
un altro fatto da cotesta rett^ nell' altezza del prinM>. de'di^e 
irettan^oli . 

Dia. Supponi essere XT :xy i:\:X sarà, ni^oUipl.icando. 
per Y i termini della seconda ragione , XY : xy ;: XY : ÀY} 
le quindi xy Z3Z AY ^eà jr : Y :: k^ : X . Vale a dire ii^ ti^ 



^' Clo^ se stte jc : y :: m : Il » ed X : Y i: m : n, ; sarà «±X : y +X 
;;^:fi . E cosi pure 0? + X : jf -J- Y ::«— X :y — ìf •«^•.^ 



CÀKro*B IV. 

456«Sp6880GOBd[iiGerìdiiiTesadi ona stessa rrtla au pro« 
porxiooe tra quattro ratte , per poter inliiitiTameiile coihh 
scerò , se siavi data la somma | o la differenza di doe di es« 
se I e per poter?! adattare feeilmeate , se sia d* uopo ^ le ?e- 
rità del ir dB^ MUmMti. 

Camuse V< 

A&I^.Se ritMyirisi diie f éttàogolf ph^poif^iòi&ali a dae rette ^ 
ingegnati per lo capone 3. di siinpiifldtfe Kùa tale analogia ^ 
e di ridane su di ona retta V anzidetta proporzione • 

Canove VI. 

A58. E se convenga osar molti mo^ di argomentare in 
ragione, per maneggiar conveneTolmente la detta analogia , 
che siasi ridotta su di nna retta , potrai Talerti delle Teritk 
del ir degli ElemetUi j se ti riuscirà pih breve un tal sentie« 
ro ^ o piti comodo con introdurvi queste altre teorie • 

Canoub vii. 

459. Prima d' incominciare V analisi geometrica di un 
problema, vedi se ti riesca simplificaroe il quesito. Su di che 
ecco il seguente problema • 

PROPOSIZIONE XXV. 

nOBLEMA. 

460. Dati i due panti]A ^'B [^•g^ ] nell* arco 
circolare ACB j condurre ad un tcr^o punto G U 
corde AG^ BG, d là BD perpendicolare su di^AC^ 

sicché sia AD + BD = BC + DC . 
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Sol. TohaTi di cornane la BC , resteriiÀC + BD s BC^ 
cioè AC = BG — . BD . Premessa questa simplificazicoe del 
tema proposto , eccone una breye analisi • 

Il triangolo BDG è dato di specie '* ; dunque V è data la 
ragione di BC a BD , e quindi | convertendo, quella di BG a 
BG — BD , cioè di BC a GA, essendo CA = BC — BD . 
Laonde il triangolo ACB sarà dato di specie, e con ciò V an- 
golo ABC sarà dato. £ 1 proposto problema si ridurrà a ft* 
re un angolo dato al dato punto A della retta AB '»• 

461. ScoL. GioT. BemouUi nel risoWere un tal problema 
pervenne ad un' equazione quadratica di 25. termini di qnat^ 
tTQ dimensioni ( Oper.volJF. ) * ^ 



^ Per esser data Y aogolo SC]E>.con|egu«nte al dato.BC|k , e per tk^ 
seme retto r angolo D. 
^' Eseodo dato un angolo » e la ragione de' lati che il comprettdoDO.1. 
^ IH un tal prùbhma $e n# potrà v«(I«ce ancora, una $otuxi&n$ neU» 

iio(« oUa noitm, Irisoaomctria ì$coL al fnM* tS. H BfgjiQmontanO' U 
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CAPITOLO lY. 

Dbll' ultima parte bill' Analisi geoseteiga 
clot della biouzione del peoblema. 



A62.La ridiizioiie di un problema geometrico y cV è V ni* 
tima parte dell' analisi degli antichi i è V averne iacootrata 
fra le conseguenze del fatto quella che si conosca esser fatti* 
bile j e nel saperne poi da essa la costruzion del problema 
derivare • Su di che eccone le convenienti riflessioni. 

463 .Def. I. Problema di notoria soluzione può 
dirsi quello, che vieo rapportato negli Elementi. 

E si dirà problema óì/àcilissima soluzione qael- 
r altro , che sappiasi trarre agevolmente da' pro- 
blemi elementari • 

464>D£F.u. Un problema geometrico si dice es- 
ser di primo gradoj s* ei ne mostri, che il rettango- 
lo di una retta ignota in un' altra nota sia uguale 

ad un rettangolo dato# 

465. Cor. Dunque se chiameremo x cotesta retta igno- 
ta, |i la retta nota , e j , r i lati del rettangolo dato , sark 

px == qr 
r equazione pe' problemi geometrici di primo grado. 

466. Def.iii. Un problema geometrico si dirà di 

secondo grado , se il quadrato di una retta ignota 

unito al rettangolo di essa retta in un' altra nota , 

o pur la diflferenza di cotesti due spazj , debba pa- 

r^giarne un rettangolo dato« 

A67.CoE. Ritenendo i simboli del corollario precedente ^ 
otterremo la seguente equazione generale 

px ± a?' =: ±7r 

pe'problemi geometrici del secondo grado. 



fidi PJtimm^aoM geomeinu. 



Pftioieirio, 



468. La ridazione di un problema geometrico o 
q' mdlica an altro problema di notoria , e facilissi* 
ma soluzione , da ci^i sappiasi derivar quella del 
proposto probleoi^ j o ne prostra V artificio da ef« 

iyamf^nte ritrovarsM' ignoto pnnjLo» 



Dm, Qaeslte due y€irit> »np ch^ir^ jp«i' principi del capo 
precedente • 

469.ScoL.Ip qui mi restrìsgo a ragioDarvi sòlameate deUe 
soluzioni derÌYati?e de' problemi piani , cioè jche ai possono 
risolvere cfreino , etregula ^ eomeaoqo dichiarati dalla se- 
guente deCnizione. 

PROPOSIZIONE %mn. 

Piojircjifio.. 

470.J problemi geometrici di 1^ grado ridaconsi 
a ritroviir due jrejLte proporzionali a due rette da* 
te , ed aventi una data somixia^ o una data dijQTeren-* 
za • £ ciò poi si QtcisQe con ritravare ima quarta 
Sproporzionale in oirdiaea tee rette datie # 

Piiy. .ST]}npp9ip4o le.cons^venzie dei fatto in un geometri^ 
co proUepa s' incontri la seguente analogia 

qdtx i x:i n : r 
sarà dividendo , o componendo 

q IX :: n ^ r: r 
E &cendoYÌ p^=^n^r , sarà 

px s= qr* 
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Dunque un tal problema (§.464.) è di l"" grado, e si riduce 
a ritrovar dne rette qiix ^ eà x proporzionali alle date n 
ed r ; ed aventi per somma , o per differenza la data q ; o 
finalmente a ritrovare una quarta proporzionale in ordine alle 
tre date rette n :|: r, r, e 9 • E questa ne darà Tignoto punto. 
Che se rinvengasi fra le conseguenze del fatto quest' altr9 
analogia 

X : a: — • 5 : : r : n , 
sari , convertendo ^ 

X i q li r : r — n . 
E vi ai trarrà lo stesso ragionamento di qui sopra. 

PROPOSIZIONE XXVIIL 

Peiucipio. 

47 1 •! problemi geometrici di 2^ grado si riduco^ 
no a ritrovar due rette reciproche a due date, ed a** 
venti una data somma , o una data differenza. 

Talora amendue queste rette saranno soddisfa- 
centi allo stesso soggetto del problema : e talun' al- 
tra volta una di esse servirà per lo preciso soggetto 
del problema , e l' altra per un altro affine ^^ • 

DiH. Dalla supposizion del fatto in un geometrico prò** 
Uema si rinvenga la seguente analogia 

q i X li X :k p i r. 
Si dovranno ritrovare due rette a: , x ± p reciproche alle 
due date q^ r, ed aventi per differenza, per somma la data p. 
Ma r anzidetta analogia si traduce nell* equazione quadratica 

X' ±px = qr. 

^^ Io qui per problema affine intendo un caso del problema propoito» 

cui si adatti la medesima equazione. 

23 
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Dunque un problema geometrico di T grado ii riduce a tro- 
Tar due rette co' caratteri divisati . E lo stesso si dica se sia 
quest' altra 

q i x\\ picx \ r ^ 
V analogia incontrata nelle conseguenze del &tto • 

Paht. il Delle due cose proposte nella 2^ parte , V una 
s' intende dal problema 2. di questo libro (§.41 1 .) , e F al- 
tra da un problema , che più gih distendo. 

472.AyY. Prima di passar oltre in questo argomento è 
convenevol cosa descrivere i principali vantaggi , che ritrag- 
gonsi dalle anzidette riduzioni • 

I. Un geometra , che sta risolvendo un problema èX V o 
di T grado , senza che si roda il cervello nel saperlo ridur- 
re ad un altro di già risoluto, stia sicuro di averne ottenuta 
la soluzione , tosto che vi avrà rilevato quattro rette con 
uno de' caratteri prescritti. 

II. Che anzi riuscendogli di ridurre uno di questi problemi 
*lla proporzione di quattro rette , altro non gli resta per la 
. soluzione^che l'esplorare, se in esse rinvengasi uno di qae'ca- 

Tatteri ; o co' modi di argomentare proccurarlo , a' ei non 
vi sìa. 

IILDi rado incontrasi un di questi problemi dover dipen* 
idere da que' particolari , che oflfronsi negli Elementi . Ha 
tutti poi a que* due soli si riducono. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

nOBLBHA. 

473.Dato r angolo BACC/g^.io. ] e 1 punto E 
dentro, o fuori di esso j condurre per tal punto V in- 
clinata EC , sicché risulti il triangolo BAC uguale 
ad un dato . 
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Sol. P^ condotta dell' analisi geometrica il triangolo 
BAG suppoogasi pare^ar 1' altro EFO ^ essendo la EF 
perpendicolare alla CA • Si conduca EG parallela a BÀ . 
E doTendo essere ugnali i due triangoli ABC y EFO , sarà 
( tirando BD perpendicolare ad AG ) AG : FO :: EF : BD . 
Ma la ragione di EF a BD è uguale a quella di EG a BA , 
pe' triangoli simili EFG , BPA ; e quesV altra ragione è i- 
dentica al rapporto di CG a CA , pe' triangoli simili ECG , 
BCA. Dunque oark 

GG:A€:: AC:FO; 

e dividendo 

GA: AC:: AC — FO:FO. 
Ma le due rette GA, ed FO sono date, e le altre due AC, ed 
AC — FO hanno per differenza la data FO • Dunque un tal 
problema si riduce a trovar due retto reciproche a due date, 
ed aventi una data differenza. 

474. Or questo problema risoluto cogli* algebrici artifizj 
darebbe un' equazione quadratica , e nel seguente modo • 

Facciasi AG =: i; , AG Z2^A , FO =;; A: , e si rilevi per lee 
ifie geometriche quassù calcate la s^uente analogia 

GA : AC :: AC - FO : FO ; 
sarà h : X :i X — k i k 

cio^ j:' — A:x 5= kh 

ed * 5= 'A** V (**■*: "A*')» 

Dunque dovrà prendersi la retta 

AC = 'AA + V ( ** + V4*'), 
or altra Ajp = 'M — V ( kh + «M*) 

e poi cojigiungersi le due rette EC, £c . Sarà tautP'iltoangpr 
l(t ABC , che r altra fiòc uguale al dato OFE, 

Su di che eccone un' analitica, e completa 

Dm. Essendo GC : CA :r GA : FO 
sarà ne' loro simboli 

^ h+ Va* + \f{kh + 'A*')' . -A* + y(*Hy4^> r fc r 

«:! rcitftPgolQ dell! esUcffie pareggerà. ilquadrfUto^tellA.iw^ 
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dia • Ma eseguendo le indicale operazioni intuitivamente u 
conosce co testa egualità di espressioni , essendone identiclie. 
Dunque la CA sarà soddisfacente al problema . Cioò a di* 
re il valore "/aA + V ( ** + 'A*' ) *** soddisfacente al- 
l' equazione 

a;* — A-j? s= M . 

Ma prendendo 1' altra retta 

Ac = — 'M + V( ** + '/4** ) = — « 
e condotta pe' punti E > e T altra retta Ec& , e dal punto h 
abbassando Xdibd perpendicolare alla CA, ne vien pure, per 
la supposizione del triangolo kbc uguale al dato EFO^ 

Ac : FO :: EF : hd :: Ec : cb :; cG : Ac , 

pe' triangoli simili EFc , hdc , e per gli altri kcb^ EeG. 
Dunque sarà 

Ac : FO:: cG : Ac, 

cioè — a;:A:::A + a::— a: 

e quindi x^ cs kh + Aro; , 

o pure X* -^ kx^=s kh . 

£ sarà benanche cotesto valore di — - a; soddisfacente ali ad- 
dotta equazione . 

475* Atv.Ho voluto alquanto diffondermi nel dicbiarar IV 
80 delle radici negative ne' geometrici problemi. Imperocché 
ì geometri 1' bau trasandato concordemente, ed un saggio a- 
Balista, che si è impegnato a chiarirle , dovea farlo più con- 
venevolmente • 

476. Def. iv. Un problema geometrico si dirà 
Piano j s' ei possa costruirsi circinoy et regula^ cioè 
impiegando nella sua costruzione ì soli postulati di 
Geometria elementare , o altre operazioni , che di- 
pendano da essi. 

477. Def.v. Ed un altro problema geometrico si 
dirà Solido y se nel costruirlo convenga b^nachi^ 
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impiegarvi delle curve ooniche combinate col cer^ 

chio , o fra loro ^ 

La ragione perchè questi problemi fossero staU cosi det- 
ti dugli aotichi si vedrìi in appresso , quando tratteremo di 
tal genere di problemi • 

PROPOSIZIONE XXX* 

PaiHClFlO 

478* I problemi geometrici di i^^ e di 2^ grado 
sono problemi piani ; e viceversa* 

£ tutt' i problemi piani si riducono a ritrovar 
due rette aventi una data sonuna j o una data dif*« 
ferenza y e che sien proporzionali y o reciproche a 
due rette date • 

Dm. Fab<.e I. Che i problemi geometrici di T , e di 2^ 
grado sien piani è chiaro per V addotta definizione preceden* 
te , e AdL^prindpj stabiliti ne* §§. 470 , e 471. Ma sarà poi 
vera la conversa di cotesta proposizione ? Il punto ignota 
in un problema piano (cosi io ne dimostro una tal conversa ) 
si dee determinare coir intersezione di due rette, di due cer- 
chi , o di una linea circolare , e di ima retta ( §. 13 , e 14. 
lib. L ). Ma il primo de' detti punti d' intersezione ^ qua- 
lunque sieno le direttrici , alle quali ei si rapporti , ci offre 
un' equazione di l"" grado 9 la qual n' esprime le condizioni 
del problema *' • Ed è di simil natura e di ^'^ grado F equa- 
zione , che ne determina ciascun degli altri punti d' interse- 
zione , cioè quando si seghino due cerchi, o uno di essi, ed 
una retta . Dunque tutte l' equazioni in che si traducono i 
problemi piani non eccedono il secondo grado • 

*' Perchè l'equazioDe di un problema contiene in simboli analitici 
le di lui coodiziooi • 
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Paetb II. E quindi tati' i problemi piant si riducono a 
ritrovar due rette aventi una data somma , o una data diffe- 
renza, che sieno proporzionatilo reciproche a due rette date. 

479^Seoi. E si si vedrìk ne' capi ulteriori, che tutt' i pro- 
blemi solidi , cioè di 3"*, o di 4* gradq debbansi ridurre alU 
ir^s^ezipn^ delF angolo , o air invenzione di due medie pro- 
porzionali tra due rette date ^ • 

PROPOSIZIONE XXXL 

PaiNCiFIO. 

48e /Talora un problema geometrico non sarà 
piano y tuttoché Y artifizio di soa costruzione sia^ 
praticato circino , et regala^ 

Div. Se propongasi a ritrovare un punto in una curva di* 
ìrersa d^l cerchio^ e vi si addica una eondizione 9 che som* 
ministri un luogo piano ; la combinazione di questa locala 
con quella curva ne dark i punti soddisfacenti. Or la descri- 
s^ione di questa locale eseguesi circino , et regula , ed a que- 
sto si riduce la costruzione del problema. % il qual si è sup- 
posto non esser piano • Dunque potrk praticarsi circino , et 
regula la costruzione di ii^n problema geometrico, ed ei potrìi. 
non esser piano. Cosi: Se diansi due punti entro una qualunr- 
que cut:va y e da quelU vogliansi tirar due rette ad un punto 
di questfi ^ ficqhè sienQ in, VAa data ragione ; basterà con Ojii 
solo cei^chio y eh* è. la locale della proposta condizione **,^ 
rilevar quel punto. . Ma intanto , trattandolo con 1! analisi 
moderna^ T eanazioue finale sarebbe di altra grado^ e ne mo- 
strerebbe esser solido il problema y o ipersolido , o trascen* 
dente • Di che sarà ragionato in appresso ^ 

' Comt tara dimpitraip nej^a parte 11. d§l pr^|[fUe trattato. 
♦• frop. 21. tib. Il , # nota corri'». 
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CAPITOLO ▼• 



SflUA COHFOSIZIOffE OEOVETBICA De' FEOBLEHI. 



ASI. È massima delle aDtiche scuole di Geometrìa, e del«* 
le moderne altresì , che nian problema geometrico debbasi 
avere per risolato , s' ei non siavi le^ttimamente costruito • 
Imperocché in ciò principalmente consiste la natara, e llm* 
pegno di ciascan geometrico problema , il quale secondo la 
dottrina di Pappo in propositi proponiiur eonsiructionem * • 
Che dovrem poi dire della dimostrazione , eh' è 1' altra par* 
te della risoluzione del problema ? La dimostrazione serve 
ad autorizzarne la costruzione. Quella può a questa premei* 
tersi , quando vi si pratichi V analisi geometrica : e dee poi 
seguirla nel metodo di composizione, qual si osserva in £a- 
cKde , ed in altri geometri antichi. Si nelF uno, che neiral- 
tro caso la dimostrazione può guidarsi nelle geometriche 
grandezze , o con de' sìmboli algebrici di esse • E T un di 
questi due tessati può sagacemente nelV altro convertirsi. In« 
tanto tra questi varj ometti, che ci si offrono all' intelligen- 
za , noi ci fisseremo principalmente alla geometrica com-* 
posizione de' problemi , della quale eccone la natura. 

482. DsF.vi.Per composizione geometrica di un 

problema intendesi la costruzione geometrica di 

esso , cui soggiungasi un' accorata dimostrazione» 
48«3.ScoL.I materiali della costruzione di un problemui e 
della dimostrazione di essa contengonsi nell'analisi geometri- 
ca , con cui r avremo saggiamente rìsoluto.Ma la nitidezza di 



^ Ed il Newton si espresse dicendo : MuUiplieaiiomi , diviiionei , 
<l eiusmodi eompuia t» Geométriam reeem introàMCta tutU , idque it^ 
éomuUo f H emUra primnm inUUutum icieiUioi huiut • Appsndis ec» 
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ipiesta geometrica composizione suol lilerani dall' arte , • 
dalV ing^no dell' analista • Sa di che eccoae alcune regole 
principali. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

PaiNCiHo. 

484 » Se dinotisi per A la supposizione del fatto 
neir analisi geometrica di un problema , e per B, 
C, Dy £ le verità 9 che discendon da quella success 
sivamente ^ la composizione geometrica dovrà ese- 
guirsi costruendo V ultima E di queste y che sia fat- 
tibile j e poi proccurando di dimostrare accurata- 
mente le verità D^ G5 B infino ad A ^ con ordine 
retrogrado al primiero, e con opposte operazioni é 

DiM. Dalla suppositione A discendono successivamente le 
verità B , G , D , E. Dunque posta la verità E si dovrà vi- 
cendevolmente conchiudere y che A sia vera, se mai ci riesca 
di dimostrare, che da E ne venga D , da D l'altra G , da que- 
sta B ; e finalmente da B la prima verità, che si è assunta | 
eioò A. 

PROPOSIZIONE xxxin. 

48S.I)aU la retta MN [^. 1 1 <] divisa in P divK' 
derla in un altro punto Q^ sicché la somma de' qua- 
drati delle due parti ignote MQ , QN stia al dop> 
pio del rettangolo di esse parti nella ragione di MP 
aPN. 
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(^ la MP , come dagli Elementi può intenderà , n^n dee 
BSiere minore di PN *• 

Analisi geometrica. 

Siippoogasi esser Q il paolo addimandato , cioè che stia 
MQ* + QN« : 2MQN :: MP : NP [A] 

Sarà componendo 

MN' : 2MQN :: MN : NP :: MN' : MNP [B] 
£ quindi dovrà essere 

2MQN = MNP [q 

£ bisecando la NP in 0, sarà pure 

MQN = MNO [D] 

Dunque le due rette MQ, e QN sono reciproche alle due date 

MN, NO , ed hanno la data MN per loro somma [E] 

Lo che si è detto più voke in quest' opera esser fattibile* 

COKPOSIZIONE geometrica. 

CosT. Descritto il semicerchio sulla data retta MN, e bise-» 
caia la PN in O, si elevi dal ponto sulla PN la perpendi* 
colare OS^ che incontri quel semicerchio in R. In oltre pren-» 
desi in tal retta la OS uguale alla corda RN , e per io pun-^ 
lo S si distenda la ST parallela alla MN, che dovrà incontra- 
re quel semicerchio , se il proposto problema sia possibi- 
le . Dal punto T di tal incontro si tiri TQ perpendicolare alla 
medesima MN. Sarà Q il punto ricercato . 

DiM . I due rettangoli MQN , ed MNO , avvegnaché ugua^ 
li a' quadrati di TQ y e di RN , che dalla costruzione si pa- 
reggiano [E] , sono tra loro uguali [D] : e con ciò anche i 
loro dupli , cioè 2MQN, ed MNP [G] . Onde dovrà stare 

MN- : 2MQN :: MN* : MNP :: MN : NP. [B] 



^ PoieM il rettangolo MQN diventa maseimo quando U punto Q di^ 

tide per metà la Mlf , arf qu(d caio la ragione propoe ta di MP a Plf 

9% fa di uguaglianza* 

24 
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£ qaindi dividendo 

MQ» + QW : 2MQN :; MP : PN. [A] 

A86. ScoL. Le verità che servono a dimostrare la coslro- 
zìone di un problema , non solo vi debbono avere un corso 
retrogrado a quello dell' analisi geometrica ; ma alcune di 
esse debbono benanche contenere operazioni opposte alle lo- 
ro analoghe nell'analisi suddetta. Così la verità [B] si è de- 
dotta neir analisi geometrica col componendo ; e nella di- 
mostrazione n'è poi sorta col dividendo. E ciò serva di chia- 
rimento a quello ch^ è slato detto in fine del §. 484. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 
Pbiftcipio. 

487. Se talun di que' passaggi retrogradi ^ che 
convieD fare nella dimostrazione, per esempio,quel- 
lo di E a D, diDaC,diCaB, odi B adA , 
non sia dimostrabile esattamente, gioverà in tal caso 
praticare una dimostrazione indiretta, di cui la for- 
ma sarà qui appresso indicata. 

E se a dimostrar qualcuno di queVetrogradi pas- 
saggi abbisognino lunghi ragionamenti , converrà 
premettere uno , o più lemmi, per render più breve 
la desiata dimostrazione. 

Din. Parte i.Non ogni proposizione è convertibile. Dun- 
que non può sempre dimostrarsi , o in agevol modo, o senza 
supporvi altre condizioni, che semai da D si derivi E, deb- 
ba vicendevolmente da E risultarne D. E lo stesso valga per 
gli altri retrogradi passaggi • E che dovrà fare il geometra 
in un tal caso ? Dovrà prevalersi della dimostrazione indiret- 
ta , il cui tipo io qui appresso dichiaro , ed illustro. 
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Parte ii. La secondar parte dell' addotto principio bea 
s' io tende da per se stessa. 

PlVO^OSIZIOfNE XXXV. 

FftfNCIPIO. 

488. L'ordinario tipo della dimoslraziòne per 
assurdo è il s^uente : Se dalla costruzione della 
conseguenza E non sia ^ero , che deris^i la inerita 
A j ne nasca , se^a possibile V altra di. E prati^ 
cando in a V istessa analisi geometrica del prohle^ 
ma ne spengano le successis?e conseguenze b,c,d, e. 
O do^rà esserne e identica adF, y o pur d con D, 
ec. Ed ognuna di queste cose è un àssiìrdo* 

Dm. Qaesta verità, che può òompreDdersi cól sòia ri- 

^^ ^ 

membrarsi degli £/c97i^n(t Euclfdei, sarà anche illastràta con 
altri esempli in appresso *. 

PROPOSIZIONE XXXYL 

r 

Principio. 

489. La dimostrazione ad all' problema analiti* 
camenle risoluto può farsi o col solo verifìcarne le 
di lui condizióDi nelle radici della detta equazio-» 
ne 9 o nel rimontare dalle radici all' eq^uazione , e 
da queste alle condizioni del problema. 



* Per indicarne rundiquesd, potrà vedersi h dimostrazione alf uli^ 
Mo problema delle InclÌDazioni > n^ii' ;\si!t:siJ3iQE » 
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D1M.L9 prima delle suddette cose è evidente ; e Taltra an« 
cor manifesta potrà meglio rilevarsi dal seguente problema* 

PROPOSIZIONE XXXVIL 

49o,Dala la retta AC [^g.ia*] j dividerla ia B, 
sicché il quadrato delle parte AB stia al rettangolo 
dì tutta la AG nell' altra parte BG, in un data ra- 
gione I che per comodità di analisi sia <|aella di /^ 
ad AG. 

Soluzione analitica. 

Pongasi AC ;;= a , AB =s: a; ; sarà GB = a — x ^ ed 
AC. GB ;= a' — ax. 

Quindi essendo , per 1^ condizione del problema , 

a:" : a* -^ €w? :: n : a :: n ( a •'— a: ) : a' — flw: [A] 
sarà , per la T.j^/.F, 

j:* =3 an — nx. VS\ 

Ed aggiugnendo nx ad ambo i membri dell' equazione, sark 

x"" -j;- nx z;;z an [C] 

Ed a' membri di questa aggiugnendo ancora ^/^n^ , risulterà 

j:'+ nx + '/^n* = an -f «/4ii' [D] 

Indi estraendo da ciascun di essi la radice quadrata , sarà 

a: + 'An = ± V («n + V4»') [E] 

£ togliendo di comune ■/>» , resterà 

Dal quale risullamento [F] ottiensi con cammino retrogrado 
la seguente 

BiM. Essendo a: = — y.« ± \/ ( an + 'An' ) [Fj 

sarà aggiugnendo di comune '/^n 
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a?+ -/.« = ± V( «»+ "A»* ) [E] 

£d elcTando questi due membri a quadrato , sarà 

d?* + «*+ V4«* =an + 'Alt' [D] 

Sicché togliendo di comune 1/471' , resterìi 

j;* -f tu? = ah [CJ 

£ di nuoTO togliendovi nx ^ si avrìi 

4c's:an— ftxc=:fi(a-*a:) [B] 

£ quindi , per la 7. EL T, sark 

;r* :a' — <M7::(a — a?)«:(fl— «)n::ft:« [AJ 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

PaiNCiPio. 

49 1 . E volendo ordire al precedente problema 
una dimostrazione sintetica 9 converrà prima geo- 
metricamente costruir le radici delF equazione cui 
si è pervenuto analiticamente risolvendolo ^ e poi 
salire alF equazione , e da questa alle condizioni 
del problema , riducendo in sintesi que' retrogradi 
passaggi j che nell' istituir V analitica dimostrazio- 
ne converrebbe praticare* 

DiM. Volendosi occultare k tracce analitiche della solu* 
zione di un problema geometrico, converrà costruirlo, e poi 
moflftrare la verità della oostruzione , o per mezzo di retro- 
gradi passaggi della detta analisi , o per mezzo di operazio- 
ni sintetiche ad essi corrispondenti . E dee quindi V anali- 
sta non solo aver distinte , e familiari le costruzioni geome- 
triche delle espressioni analitiche ; ma esser benanche versa- 
tissimo ne* ripieghi sintetici in bene , e rigorosamente di' 
mostrare. 

U^2. Trarremo un esempio ; per vieppiù convalidare ciò 
che si è detto , dalla 
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CoMPOSIZlOIfB GSOtfftTKICA DEL PREC« FEOBLEMA. 

CosT.Si prolunghi la CA in D [ flgJ2. ] , sicché AD pa- 
reggi n , e sulla CD si descriva il semicerchio DGC , nel 
quale si tiri dal punto A la semiordinata AG. Finalmente bi- 
secata la DA in F, si unisca FG , e col centro F, interfallo 
FG descrivasi V arco circolare GB , che segnerà nella data 
CA il richiesto punto B. 

DiM. Poiché la FB pareggia la FG £F , E] 

si avrà , prendendone i quadrati , 

FA' + AB' + 2FAB = FA* + AG' [D] 

e togliendone di comune FA* , e ponendovi DAG per GA' , 
e DAB per 2FAB , sarà 

AB' + DAB = DAC [C] 

Onde di nuovo togliendovi DAB , resterà 

AB* = DAC — DAD = DA.BC [BJ 

£ per la 7. EL V. sarà 

AB" : AC.BC :; DA.BC : AC.BC , 
cioè AB' : ACB :: DA : AC £AJ 

493. Dalla proposizione precedente , e daW esempio ad- 
dottone in chiarirla potrà rilevarsi la segneifte altra 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

PaiifciPio. 

4g4* Uoa dimostrazloiie analitica si coaverte io 
geometrica , quando alle espressioni algebriche di 
quella si surroghino grandezze geometriche loro e* 
quivalenti , e le equazioni y che quivi succedonsi , 
si riducano in analogìe , o ia altre verità y che le 
contengano. 

Dm. La verità di questo princìpio può aversi per intuilìr- 
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Ta , quando si accordi > come ai è praticato Dell' ultimo ca- 
po del libro I. , che le grandezze analiliche sien riducibili 
ÌD geomelricbe , e cbe ogni equazione possa cangiarsi in 
analogìa • E solamente converrà aggiungere , che per tal fuo^ 
pp debbano essere fimiliari alV analista le anzidette trasmu* 
iasioni. 

A95,Coa. E di qui s' intende, come poi una dimostrazione 
geometrica possa convertirsi in un' altra che sia analitica , 
e quanto vi si richìegga per ciò fare. 

FHOFOSIZIONE XL. 

Pbincipio. 

496«Ma se vogliasi puntualmente seguire quanto 
nel precedente principio è prescritto , le dimostra- 
zioni sintetiche vi riuseirebber taKoha assai lunghe, 
e tormentose. Sicché per recar loro Y eleganza , ed 
una comoda intelligenza , gioverà colle seguenti re- 
gole preparamele suddette riduzioni. 

Cioè 

/. In luogo de valori dclF ignota x esibtecami quelle reUe 
alle éjp^cLliit problema si riduce, 

II. Jje equazioni y che succedanei nella di lui risoluzione H 
convertano in analogìe. 

. III. E qjuesle si trofimulino conuenevolmenie in egualità di 
rettangoli : e si vada scorgendo y se tale uguaglianza si poa- 
sa rilevare per olirà via. , diversa da quella che t anaRsi del 
vroblema ne ha sowmmstrata. pure si staccili dalla dimo* 
slrazione premetlendovela come lemma. 

IV. finalmente si useranno tutti quegli altri artifizi , die 
T esercizio y e la sagacia del geometra saprà rinvenire alC uo^ 
pò y e che a regole generali non possono ridursi. 
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PROPOSIZIONE XU. 
Pbincipio. 

497- Non potendosi ne problemi di terzo , e di 
quarto grado passar geometricamente dalle radici 
all' equazione , come ne' problemi piani riesce a- 
gevole il farlo , gioverà rimontare alle condizinni 
del problema dalla combinazione delle due locali ^ 
geometricamente^e con retrogrado passo dimostrane 
do quello, che si è operato analiticamente nel rin^- 
venirle, e combinale. 

JHm. Se le equa^ieai cubiche ai scio^essero completan- 
do il cdiQ del l"* meaabtfa , come dal veadev eompleio il di 
lui quadjtal^. risol^if iaoio le qjuadratii^he ^ ai potrebbe geoM»* 
tricameote , ed in agevol modo, passar dalle radiei all' eq«a« 
zione', e da queste poi ascendere alle condizioni del prò- 
blema . Ma tntt' altro n' è V artifizio , che V arte ne preserie 
ve • Poiché le radici delle equazioni cubiche , e biquadra- 
tiche HI prendono combinando due curve coniche ^ che Y in- 
IffoduziooQ di una nuova indeterminata nell' equazione fina- 
le ha prodotte ; e però siccome interrotta rimane la catena 
ddl' analisi deb problema fino a pervenire alle radici che vi 
soddisfano , così del pari interrotto n' è il cammino retro- 
grado per giugnere da queste all' equazione , d' onde sipo- 
tsebbe poi pervenire a verificar le condizioni del problema : 
Quindi non k ch« dalla combinazione delle locali , che of- 
frono le radici deH' equazione , che può^ pervenirsi alle con^ 
dizioni suddette j e nel modo indicato in questo principio** 

* QuesffdUma eon^guenza wrrà con apporihuempio dUueidM 
nel Kb. L della ParL JI. 
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PROPOSIZIONE XLII. 
Paiivcirio 

I • ' ■ I . 

4g8« Spe$$p. DQB è agevol gosa dall?, ^proposizio- 
ne di un prpbliuna jndovinarpe T analisi geometi^i* 
pa dies^: niassimameote se il geometra, che Vaijy^ 
bia tirattata, sia ìx^ grap sip^etiqo, ed ÌQ$iem proc- 
curi celarne ad altri Y earistiche sue tracce « come 
gli antichi solean fare *. 

* 

RucH. Se la composizione di un problema marcasse pan* 
tualmente, ed in ordine retrogrado F analisi dì esso , it rac* 
corre questa sarebbe agevol cosa. Ma spesso, addiviene , che 
la sua dimostrazione facciasi per assurdo ; ch'ella rendasi pib 
corta ) e spedita col premetterle uno , o piii lemmi ; che 
per renderla nitida , ed elegante si cangino talvolta le a* 
na|ogie in egualità di rettangoli ; che a fin di evitare un so- 
verchio numero di proporzioni , ed uguaglianze facciasi uso 
di altr^ verità geometriche ^ o con altro artifizio ella si gui- 
di a fine. E non saràip tal caso. agevol cosa dalla composi* 
zione di tal problema X analisi di esso rilevare ** • 

PROPOSIZIONE XLIII. 

• • l . 

PaiifCiPio. 

499.Se un problema sia proposto in un corso di« 
4ascalico , siasi questo elementare^ o pur sqblime, 
1 eleganza della sua costruzione dovrà ripetersi dal 

Va etò lm*ffUNlani» it iomo ^miufemMle diitinti il Newton , e ÌUgeniù. 
*^ Quuto prioeipio , com* è ekiaro, vwwie, lafropM. (%,496) • ^ 

25 
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facile riducimento a* problemi, che il precedono, e 
dalla nitidezza in dimostrarlo. 

Ma se tal problema sia recato in un opuscolo , o 
in qualche trattato di diverso argomento , sarà lo- 
devol cosa il risolverlo col solamente ridurlo a qua- 
lunque degli elementari , o de' precedenti ad esso. 

Finalmente s' ei sia destinato alla pratica , con- 
durrà farlo dipendere da problemi di facilissima co- 
struzione. 

DiM. Una scienza , coi s'induca una rìgida forma didasca- 
lica , Tien destinata a farn' intender chiaramente, ed in age- 
Tol modo 1e Verità , cbe vi si propongono , el^ operazioni 
quivi prescritte • Da cotesti due nni deesi ripetere il nesso , 
e là dipendenza delle sue parti ; ed ìli ciò la sapienza rila* 
cé dello scrittore. Ma se qualche prol)tema vogliasi alla sola 
pratica destinare, o proporlo in qualcbe operetta per un prm- 
cipio di altre operazioni ; da questi altri fini, e giusta le re- 
gole di quésia proposizione dovrà valutarsi V eleganza del-> 
là soluzióne. In ifalti , se cerchisi di praticamente, bisecare 
una reità data , si otterrà 1 intento col descriver due cer- 
chiy che abbiano per centri gli estremi detta retta dalOy e per 
intervallo la sua lunghezza , e con condurvi una retta tra le 
sezioni loro . E sebbene questa soluzione sarebbe piii breve 
deir Euclidea , che si fa dipendere dalla formazione di un 
triangolo equilatero , e dalla bisezione di un suo angolo ; 
pur nondimeno la sua dimostrazione ne verrebbe pia lunga. 

E lo stesso in altri problemi Euclidei si può benanche os- 
servare. Su di che giova intender le. seguenti cose. 

5oo.Def.yii. Una dimostrazione si dirà elegan- 
te, s' ella per agevoli , e chiare vie e' induca ad as<- 

sentire ad una verità proposta* 

501. Cor. E quindi in una dimostrazione j perchè ai di* 
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ca elegante , non tì debbono essere né salti di ragiooi , 
né inviluppi di metodi y e né tampoco ella dee esser grave 
dì prìncipj soverchi , o con soverchio scrupolo preparati, 
ed onusta di coroUarj. 

5o.a. Dep. vili. La sapienza geometrica consiste 
nel dimostrar con massima eleganza le verità , che 
si propongono • 

I sei libri fiata di Enclide sono il modello di cotesta 
geometrica npienza ; e ni un de' inòdémi si é fidato di e- 
fiìolarlìi \ I Bàmisti rammassando le verità geometriche in 
un discorso èòntiiinafo non hanno latto altro ^ che ordinar- 
isè le matèrie , iooik né hanno lotto il {geometrico rigore , 
è r eleganza ; è (Jnegli àlQn , che hanno serbato ne' loro 
aerini le tbttié Enclidee j né hanno rèso i teoremi onusti di 
corollar] , e talora vi hanno peccato benanche nel definire • 
E se lìce volger lo sguardo a' sommi nominii potrà dirsi^ che 
Cristiano Wolfio sia stal^ nn prodigioso definitore di termi- 
ni y ma non del pari dimostratore di verità geometriche . 
Che il cay. Newton , il quale valea più di ogni altro nel 
dimostrare ed inventare , non siasi curato di scrivere con e- 
leganza i sublimi prodotti del suo ingegno • Che \ Eulero 
tutto che abbia ele^temqnte definito^, e dimostrato in im- 
mense opere matematiche ^ pur le abbia rese assai gravi co' 
molti esempi > ^ GoroUarj . 



< . * Sif^trà^ riktan daUa pug. xxi. ilel.disa^rsQ i^liminare a* iiDi/rt 
Slementi di Euclide la mgiimt p€r. la {inaf? f aa/or« qiA ii. limila a ior 
li frimi iti libri 4i «mù 



V-, 
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PROPOSIZIONE XLIV. 
Fftiifcipio. 

. 5o3 .Un problema geometrico , che siasi guidato 
a fine analiticamente, se non sia costruibile, non do* 
vrà tenei'si per risoluto. '^' 

DiM.Qvie^o principio è consegaenza della natura , de'pro* 
blemi geoineirìciy e ben si rileva aneora da aioke veritì^ spar- 
se io quiesto 4^po*.. E gia?a notare, che il Cartesio noa mirò 
nella sQa Geomeètia , che a costruire i problemi • Di fallì il 
libro r. di questa insigne opera riguarda la costrazione de' 
problemi piam : enelir'egli apparecchia la materia perla 
composizipue de' problemi i^fUdi , di cui tratta diffusamea- 
tco^ Hl\ ... 



Fine del uoro lerzo. 



* Veggati anche tul propoiito eih che n' i italo dtUo nélt tnAWtixtV 
fM aguisto capitolo ( §• 4J/ j » $ nelle note i54 i8 ai prospetto Mi 



jprcieals opera. 
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AL LIBRO ni. 



RlSOLUZIOlf B db' PBINCIPALI PBOBLBHI y ^ CHB àppàbtbmooiim 

AI. LUOGO BMOLUTO DBGLI AlfTICHI. 

504. Gli esempj , cbe saggiameole spargonsi iq qq eorso 
didascalico, gU dan pia luce, eh' ei dod rìcevada^ precetti in 
cbiaÀ'à forma esprèssi', e dichiarati '.' Io diinqaé' per tal ra- 
gìòDe'eraiiirpi*o|[K>^o'di qùìr nfminassaré alquàofli ^eonietriii 
proMeflii , Moi^DdoDe «Icitai di esìd toU' anàlikl^ttiodefr- 
jm f ed attn con flurila delle "antiche seriole « Ed aflfocìiè es- 
si Don-yi formassero , cóme il piii delle volte interviene, u- 
Da rozza mole , e disgregata , fio stimato convenevole or- 
dinarli secondo le famiglie 'db'>pr6bledu , che apparteneansi 
al Luogo risoltdo degli antichi *, e recar loro le piti venuste 
Minzioni analitiche , e géometnèhe ; come ne' sdenti ca- 
pitoli eseguo **. 



^ iVéO^ prima delle. Heeertaxùmi , che eamptom^ ii^ol. L,d^i Opih 
scoli , pia tolte citata , daremo una diUimia notizia diunUU Luogo , 
indicandone e%iUe orme di Bi^ppo la madiMone , iUM ohe il eempo^ 
netano , ed il loro ordinamento ; da che rimarranno vieppiii rieehiara* 
ti quegli argomenti , che ne* $$guenli eqpiieU f autore ne accenna , trae» 
tai^doli aeuomodo . Dae$eiaNriamoperòtcUo qudlo riguardante i prò» 
turni Taotìonum , perférmamé {come è eèato promeeee nel manilteto , 
ed indicato ancora nella nota 2* a( prospetlo della preiente opera) iteeie^ 
meM iatriatrgoiiifi9^affi^ .UvoLlU. dogli Opuscoli malemalici. Ed 
U ripetiamo guk ancora , che prineipalm^e quetti tre primi volumi 
diQpuicoU eonodi compimento al preeento trattato datt* Invenzione 

*** Cti ffipu toglie , che noi reeaeein^ in fme del pmente trattato 
quMe$ereiiio di problemi « che abUama promeeeo a pag* un. deUa 
ad ceto. 
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CiPlTOCO I. 



■."6. 



Db' pkoblehi , dhe dìcbansi dagli antichi 
nmtmmmmnatàs . 8mctionis, 



SOS.Totiì'questi jprolììfemì , ctie pòssoDO esser ben mol- 
ti *j si riducoDo ad un solo , e generalmente espresso ne' ter- 
mini seguenti : 

Data una retta divisa in uno^ o più punti ; di'- 

riderla in un altro punto j sicché il rettangolo del'- 

le interposte tra questo punto ^ e tra que' dati^ a il 

quadrato di una di esse stia ài Irettanjgoh di altre 

simili parli ih una ragione data. 

tòÒPOSIZIONÈ L 

^EOEtSHA. 

5o6.Data la retta AB [Jig. i •] divisa nel punto C; 
dividerla in un altro punto P , sicché il rettangolo 
di AP in PC stia al quadrato di PB nella data ra- 
gione della retta M all' altra N . 

SòtUZIOkÉ ANALITICA. 

5Ò7. ungasi ì intera retta AB = a^el dato segmento 

' Veggasi Buppa, n^pr^fazi(me al lib.VIt. Gollectionum mathem.; 
la nostra disieriaziofu sull' Anàlisi degU antichi piU volte citata; ejirts- 
ciliarmente lo mluppo che fa di tal prMetna. U Simion nella $ua elabo' 
rata reetituziene de' libri de Sectìooe determinata ( Opera relicioa ce.); 
dà ove ciascuno potrà tirarre i particolari problèmi cómpretiin quel gè- 
nerale , ed nsreitani in risolverli , prUd§ndo a modetto gurili che il 
Fergola ha qui recati. 
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CB ss» , r JgDo^ parte ^B = « . Saijk AP es BA — IP 
= a~ « , e PC =C6 — BP =4 — «. Éà indicaodo ptf 
m y ed n le respeiiiye rette M ^ ed N , sarà per la condiiio- 
Be del problema 

AP.PCiPB' ::m:n 
cioè se' loro simboli dovrìi essere 

o pur distendendo V indicata i&oltiplicazione 

ai + «• — (a + *) ^ •• ^* :: w» : n. 
Dunque dolendo il prodotto de' termini medj di quesf ana* 
logia pareggiar quello degli estremi , aTrassi 

.— — . =s oft + x* — (a + b)x . 
ft • • ^ ♦ ^ 

Cioè ridncendo la x* nel T membro dell' equazione , e frceo^r 
dovi per brevità di calcolo a4-i=A»^m — it^sr, saik 

ss ai— - Axt 
ft 

, . nh flin 

o sia X + — X s: — — 

r r 

Si risolva donque cotest^ ultima equazione, e san finalmante 

di cui eccone la 

GlOHEniCA cosTEmoiix* 



rx* 



Facciasi 2r ad n , cosi k ad una quarta. EQ ifig» 2.] ; 
e similmente r ad n i^ così i ad un' altrui retta T • E poi si 
prenda QS media proporzionale tra le due rette T ed a • Ciò 
posto si formi il triangolo rettangolo RQS, che abbia per ca* 
teti le rette RQ > e QS , dianzi esibite / E sulla retta data si 
tronchi BP uguale alla differenza del cateto RQ dall' ipote- 
nusa RS di detto triangolo . Sarà il punto P quello , che si 
cerca nel problema precisamente *• 

• - * • • • 

* Cioè itcando ita $mÈii€igilo» 
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E se poi la G^.81 distenda .inTp[^^»^, e St.\niv^h sia Bp 
ugnale alla soinina del catetp RQ > i^ d^H'ipoteiiiisa K^ ; 
i|ue9C aHro pnntQ p sarìi soddisfacente ad qn problema affi- 
na • Cioè 81 troYerà esser bepanclie 

La diniQstrazione potrel)be ordirsi . anali^cameote risalen- 
do dair ultima dell' esposte ef^vasiaiii alla prima di esse , a 
air analogia presi^ritta nel picohjeipa • 

Ma eccQne su di ciò altre ricerche • 

Altra. RisoLuzioifB del HBDKsiiia piiobleka. 

508 .Per la condii;ione del.problepia.ai è dejtto essere^ 
oA + a:' — (« 4- A) « : «' :: min. 
Pan(jué sarli diVidendg 

ab^rh^ \x^ v.rzn. 
£d essendo % coq^e X è chiaro « 

... VA' /> 
si faccia U dafai^ ragione di r ad n ^nale a quella di A ad, 
un' altra k , sark 

E quindi ftyrasai 

Cioè rìsolTen^o qa^sf eccitazione in analogia , sark 

"» ■ ^"^ X • ST 9* X • A» 

E coiùponrado 

ah 

Dùnque le due rette « , ed a; -f ^ h^nno per differenza l^ 

daU A:, e sono reciproche alle due date A:, ed — : e con ciò 

h 

sono investigabili per gli Elementi piani {$.i4.). 
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■LEGANTE SOLUUOlfE GEOMETRICA DI DETTO PROBLEMA» 

B09.Sa di AC [fig^S-'} si formi il semicerchio AFC , cui 
intendasi tirata la tangente PF dall' ignoto ponto P, la quale 
incontri in H la BH perpendicolare alla BG dal punto B . E 
poi si prenda la retila Q media proporzionale fra le date M , 
ed N . Sarà APC , o PF' a PB' , come M ad N ; cioè pren- 
dendo le loro sudduplicate PF : PB : : M : Q . Ma , unita 
la FG , il triangolo GFP , è simile all' altro PBH ; onde sta 
PF : PB :: GF : BH . Dunque sUrà pure M : Q :: GF : BH. 

Se dunque dal punto B si elevi a BA la perpendicolare 
BH , che sia quarta proporzionale dopo le tre rette date M, 
Q , e 6F , e per H si meni HF tangente al dato semicerchio 
AFC, il punto P sarà il cercato « 

510. Cor. Se si proponesse a divider la retta AB , già di- 
visa in C [ flg.4.], sicché stia JCxCP: PB' :: m:n; co' 
medesimi simboli del precedente problema potrebbesi risoU 
Ter quest' altro pia hcWe di esso , ottenendosi 

(a — b) (4 — a?) : a:' :: m : n. 
Da questa analogia può trarsene V equazione finale , eh' è 
costruibile come quella del detto problema. 

511 . E se vi si voglia ottenere una soluzione riducibile io 
sintesi , com' è la seconda delle tre qui sopra esibite , potrà 
porsi la data ragione di m ad n uguale a quella di a — b ad 
una quarta 9 ; e distendendone V analisi geometrica nell' i- 
stesso modo si avrà 

(a — 4)(J— x):x*::(a — b):qy.(a — b)(b — x):q (A— x) 

Dunque sarà x' = g(6 — x) 

e quindi b "^ x : x :: x : q 

e componendo b : x :: x ^ q : q. 

E saranno le due rette x ^ ed x + q determinabili ugualmen-* 

te , che quelle della 2^ soluzione (§.508.). 



2G 
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PROPOSIZIONE Vi. 

PROBLBIIA. 

5 1 2.Data la retta AB [/g.5.] divìsa ne*dae pun- 
ti C,D dividerla in altro punto P j sicché stia ACP 
a BPD in ragion data ^ cioè come AC ad AO. 

SoLCZIOlfB ANALITICA. 

513. Pongasi AC = a , BC = ft , CD = e , CP = a: , 
BP=:& — X y PD=:c — X ^ AO = n. Ed essendo per la 
condizione del problema 

AC.CP : BP.PD :: AC : n 
saia ne' loro simboli corrispondenti 

ax i(^b — x){^c^^x) \i a in :z ax: nx 
e quindi si avrà pel problema V equazione semplicissima 

a?'—- (i+c*f-n)j? + Ac=o 
cioè x* — ^a?+ Ac = 

dì cui o se ne costruiranno le radici dopo averle con Y ov- 
via regola assegnate , o pure si costruirà a dirittura essa *• 

Soluzione ceohetrica* 

514*Dovendo essere 

ACP : BPD :: AC : AO :: ACP : AO.CP, 
sarà BPD s AO.CP. 

E quindi BP : CP :: AO : PD. 

£ sarà , paragonando gli antecedenti alla loro somma co' 
conseguenti ** ^ 

BP:BC::AO : AO-f PD. 
Ma in questa proporzione sono dati i termini medj, ed è pur 
data la differenza degli estremi. Dunque il problema resterà 
risoluto • 

* Vegg. ti ^J4Jib.L , elanotaeorriqHmiente. 

** Cioi invmendo , compcmndo , $ di nuovo imariendo • 
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PROPOSIZIONE III. 



raOBLBIfA. 



Si 5. Data la retta AB [^•6.] divisa ne punti 
G 9 D ; dividerla in un altro punto P, sicché stia il 
rettangolo ÀPG ali* altro BPD nella ragion data di 
madn. 

SOLCZIONI ANALITICHB* 

516. Facciasi AB :;= a, BG == 6, DB =: e, e BP s x. Sa- 
ranno AP = a— a?,PC=:BC~BP=*— ^,DP=5:DB 
— - BP =: e •<— 9 ; e quindi 

APxPC = (a— ,t)(* — a?) 

e DPxPB=^(c — a:):r. 

Ma per la condizione del problema dee essere 

oA + a:* — (a+i)^-<^ — ^* ::m:ft. 
Dunque moltiplicando i termini ettremi di quest' analogìa , 
ed i medj rispettiyamente , ayrassi V equazione finale del 
problema, cbe potrà con le oyyìc regole ordinarsi ; e poi ri* 
Bolversi y e coslmirsi , come nel primo problema • 

517. E se piaccia prepararne T addotta soluzione ad una 
geometrica composizione si doyrà soggiugnere , che compo. 
sendo ddìba essere 

<i6 — (a + A) a? + cy : cj: -^ X* :i m -^ n: n. 
Intanto facciasi m'j^nm :: a-^- b^^Q ad una quarta qy^ 

ab 

Jaltosi pure — rT-~- = ^ j ^^ 
* a^jro — e 

Cioè sarà cy — ;i,' :=:: j (A — x) , 
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Ed in analogìa doyr'a essere 

e — X : h r^x :: q : :if 
Quindi convertendo 

e ' — x:c — Azrqf:^— X. 
Per la qual cosa le rette e — x , e q — x hanno per d^&-. 
renza e «— 9 ) e sono reciproche alle date e *-« A ,* e q. 

Soluzione geometrica* 

« 

518. Sulle date rette AG , DB [ flg. 7. ] si deserìvano i 
semicerchi ALC, DMB respettivamente . E dall' ignoto pun- 
to P intendasi tirata la PL tangeqte al primo, de' delti se- 
micerchi y e la FÉ ordinata nel!' altro. Ed oltre a ciò la re^-. 
la FÉ suppongasi prodotta in H , sicché stia EHF : GL' 
:: n : m ; ed in fine si congiunga la GH . 

Ciò premesso, dee essere, per la condizione del problema, 
AFC : DFB :: m : n. Dunc^ue, prendendo i Quadrati di PL, 
e di PF respettivamente uguali a que' rettangoli , sarà pu- 
re PL' : PF' :: min. Ma precedentemente si è supposto 
GL' : EHF :: m : n. Quindi per la i^. EL V. dovrà stare 
GP' : PH' :: m : n. E quindi GP a PH in si^dduplicata ra- 
gione di 971 ad n. Per la qual cosa essendo data la ragione 
de' cateti del triangolo rettangolo GPH , sarà dato l' angola 
PGH fatto al dato punto G della GB ; e sarà poi data di 
sito, e di grandezza la KM. Ma il rettangolo KHM, o il suo, 
uguale EHF è ancor dato , per avere una ragion data al 
dato quadrala di GL. Dunque sarani^o date le due rette KH, 
ed HM , che contengono un rettangolo dato , ed hanno una 
data differenza . Ed abbassando dal punto H determinato, 
co' principj del libro L ( %Ak. ) la perpendicolare HP suU 
la BA ; avra^si il richiesto pnn^o P. 

A L 1 T E R. 

519.Lei due rette AC , 6D [ fig.&. ] si dividano per metji 
pe punti 0,Y, e si prenda la r media proporzionale tra le due 
r^tt^ vf^ ed n. \vL oUre elevala alla 1)B d(\I punto B la perpeu-i 
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dicolare BE i inclini da V sulla BE la retta YE , quarta 
proporzionale in ordine alle tre rette m, r , ed OC. Si com- 
pi^ il parallelograiQmp BF , e da F a' inclini alla B A la retta 
FI , che stia ad IO come r ad m , lo che può fiirsi ageyoU 
mente * . Dico il punto I esser quello che si richiede* 

Din. Il quadrato di FI pareggia la sonuna de' quadrati di 
FV, e di VI: el quadrato di VE è quanto la somma de'qua- 
drati di EB , e di BV • Dunque la differenza de' quadrati di 
FI ) di EV è quanto quella de' quadrati di VI , e di BV 
( essendo uguali i due di FV , e di EB ) , cioè quanto il 
rettangolo BID • Ciò premesso sta 01* : IF* :: m : n , per 
costruzione ; ed è anche OC* : VE* wmxn . Dunque sa- 
rà , per la 19. £/. T. , m : n ;: OP — OC* : IF* — VE' 
:: AJC ; BID . 

PROPOSIZIONE IV. 

^EpREHA. 

4 ao«TuU' i problemi ^ che dagli anticlii diceansi 
^terminatae sectionis y sono generalmeute riduci* 
bili alla seguente analogìa 

a + bpe -^x* : A* ^ kx + x* :: p : q. 

E questa riducesi a ritrovar due rette , che siea 
reciproche a due datele cine abbiano una data som- 
ma y o una data differenza. 

D|M. Parte i. Cotest' aBalogta nella massima generalità 
f onc€{>ibile ha la seguente fo^rnia 

tn r 

a* + /Ja? + — x* : y* + Jo; H x* :: ^ : © . 

w t 

* y^99<^^ la Geometrìa di 0ito parte 1. §198. 
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E qaesta t>er le opeiaziot»* algebriche può semplieificersi nel 
segueate nlodo 

Cioè in 

»n Bn . y^ . '^ . . «''• ?»» 
m • m ' r r • ( n 

Se dunque porremo 

ayrassn la proporzione proposta nel teorema. 

Paits n. Ed eseguendo la diyisìone di ragione neU'ana^ 
Ic^ìa proposta in questo teorema , sarà 

a* — A' + (* — *) ^ • h* + kx-^ x^lip^^qiq 
Intanto si ritrovi la retta fqoarta proporzionale dopo le tre 
rette 4 — A:, a-f*^ «da — A, onde sarà a' — A* == 
f (6 — Ar) . E r altra retta g sia anche quarta jM^porzionale 
in ordine alle tre^ "~ 9 » 9 ) e & — A: , sarà 

Bla il 1* tennioe di quest^ analogia è uguale al terzo . Doq- 
qne sarà il secondo uguale al quarto ^ doò 

A* + A:j? + A*=^+5a?, 

cioè ^ +{k — g)^ — gf — A' 

Ove facendo eA ±= ^/*: e risolvendo in anafora quest' ultinuv 

equazione àvrassi. 

« + *-— jfte-— A;:A:« 
Ch' è la riduzione indicata ncUa 2^ parto dell' enuniciazMH 
ne del presente teorema. 




CAPITOLO II. 

SoLlJZlOlfl db' VKOU^HI 9BTn DA AMLLONIO 
VE 8MCTI0NM MdTIONIS , XT DB 8SCT10NM 9rJTii. 



521 . Qoal ria lo scopo di questi due problemi ben si rile« 
TA da' loro due temi , eh' io qui so^uogo immaDtiaeate • 
Ciascun di essi n' è risoluto in due guise , cioè per le alge- 
briche guide de' moderni , e poi coli' analisi geometrica de* 
gli antichi • E queste geometriche risoluzioni sono assai a« 
gevoli , e ben diverse da quelle , che leggonsi in una eia** 
borata opera dd sommo Hdley su tale argomento ^. 

mOPOSIZIOlVE V* 

n^ouLsaA* 

5 ad .Dato di posiziona il punto P [y^«9- ] > 6 le 
due rette GA, GB terminate De punti A , B ; con- 
durre da quel punto su queste rette l'inclinata PDE, 
che da esse ne ascinda verso di que' punti A ^ B, le 
parti AD, B£ in data ragione • 

SOLUUOSU AHA^rriCA. 

523. Da! dato punto P conducasi la PG parallela alla data 
retta AD , che incontri la BG in un qualche punto G. Saran* 
no date di grandezza le due rette PG , GG ($•72 , e 69.) • 
Sicché potrà porsi PG = & ^ AC = a , GG cs e > CB r= e , 



* ApoUonii Pergari de SecUooe rationis lib. IL , ex arabico MSS. la- 
tioe versi , et de Sectione 8patii lib. II. restituii • Veggati pure , su ta^ 
li libri , che formavano il secondo e terzo amilo del Luogo risoluto , la 
nostra prima disseriaxione nd wd. L degli Opuscoli, 
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e V Ignota CE = a; ; onde saiSi EB = e -— a? , GÈ = e -f- rr^ 
Ed essendo poi, pe' triangoli siniili GEP , CED ^ 

GÈ : CE :: PG : DC 
sarà ne' loro simboli 

c+x :x :: biDC 

-- Ò3P , ÒjC 

onde sarà DC=— — - , e quindi AD = AC — CD=a *— — - 

e *^ iC C'ArX 

E dovendo essere per la condizione del problema AD a BE in 

una ragion data , che dinotisi per quella di ut ad it ; sarà ne' 

simboli di tali termini 

hx 
a — ■ X C'^ X li mi n . 

c-^x 

E riducendo quest' analogìa in equazione avrassi 

hx m, . 

a — i :s —(«—ir) 

e '\^ X n^ ^ 



cioè ac + (a — £) X s= -— (u — a?) (o + :r) . 

£ quest' ultima equazione , che è del V grado , può ordi- 
narsi, e risolversi pe' precelti dell' Algebra volgare , e quin- 
di poi geometricamente costruirsi *• 

Analisi geometrica, ubilo stesso problema. 

524-Si meni dal dato punto P la PG parallela alla DC , e 
poi si prenda sulla stessa PG la PK, sicché stia m : n :: PG 
: PK , (per m : n esprimendo la ragion data) . Ed oltre a ciò 
facciasi m : n ;: AC : BH«E supponendo esser PE la retta ad- 
dimandata , dovrà essere , per la condizione del problema 

m : n ;: AD :BE, 
E sarà quindi , per la i9. EL V. , 

m:n;:DC:EH ::GP:PK. 
Ciò premesso , pe' triangoli slmili GEP, CED sta 

GE:GP;:CE:CD. 

* pure potrà cosÈruini senxa r%$olv€fìa ( §§. 47i ,e 14.) 
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E 81 è qui sopra dimostrato essere 

GP:PK;:Ca):EH. 

DuD^He saie ) ex aequo, 

GE:PK;:CE:EH, 

e dividendo starà poi 

GÈ— PK:PK::CH:EH. 
Ma in qnest' analogìa son dati di grandezza i termini medj 
PK , CH , e n' è anche data la differenza degli estremi , cioè 
CE.— PK— £H=GH— PK . Danqne sarà noto il punto E. 

(S- i^o 

^^ PROPOSIZIONE VI. 

5a5» Date le medesime cose del problema prece* 
dente 5 condurre dal punto P la PE [/.io.], sicché 
sia dato il rettangolo delle parti AD, BE, che que- 
sta ne tronchi dalle rette date AC , BG , e verso 
de' dati punti A , B. 

Soluzione ànaiitiga. 

Ritenendo i medesimi simboli del problema precedènte e- 
sprimasi per A* l' aja data di qnel rettangolo ; si avrà, per la 
condizione del problema , 

AD.BE = A» , 

E moltiplicando per c^x quest' equazione avrassi V altra 
(ac + ax'^ bx) (e — a?) s= h" (e + a;) , 
cb* è di 2** grado al par di quella del problema precedente , 
e può facilmente ordinarsi , risohersi , e geometrieament^ 
poi costruirsi *• 

* E potrebbe aneora eeeguirme la cojlnmoiw leaza rUoìverìa , co^ 

m$ rilevasi da' SS> ^'^^ » ^^ » « noWajKwTo • 

27 
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Analisi geometrica del ■bdbsiho probuh^. 

52 6. Dal punto P cooducansi le due rette PG,PT rispetti- 
Tamente parallele alle due date AC^BG.Si congiunga la FA, 
ed ella protraggasi fioche incontri la BC in Q. In oltre sup- 
pongasi esser la PE la retta addimandata : e 1 rettangolo 
delle parti AD , BE , che vi dee esser dato , si ponga ugua- 
le a quello della data AT in un'altra GR {16.EIVL). 

E poiché sono simili i due triangoli APT , PQG , dovrà 
essere 

AT : TP :: PG : GQ. 
In olire , per gli altri triangoli PDT , GPE anche simili tra 
loro dee stare 

TP : TD :: GÈ : PG. 
Dunque per egualità perturbata sarà 

AT;TD:;GE:GQ, 
Ed invertendo 

TD : AT :: GQ : GÈ 
E finalmente , sarà componendo , 

AD : AT :: EQ : GÈ. 
Ma per la supposizione fatta precedentemente ^ cioè che 
debba essere 

AT.GR = AD.BE, 
è AD : AT :; GR : BE 

Dunque sarà pure 

EQ : GÈ ;: GR : BE 
e per la Ì2.ELV. dovrà .risultarne 

EQ+GR:GB::GR:BE. 
Ma in quest' analogia sono dati i termini medj , cioè le rette 
GB, GR, e gli estremi hanno per somma la data BQ -f GR. 
Dunque vi si farà noto il punto E (§.14.). 
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CAPITOLO HI* 

De' pborlbvi sullb mcLiNàzioNi. 



527. Tati' i problemi solle laclintuoni a quest'indagine 
generale si ridacono , cioè : 

Date due linee qualunque , applicare in mezzo 

ad esse una retta data ^ che distesa passi per un 

punto dato • 

rioi qui scioglieremo solamente, i problemi piani di tal ri- 
cerca indicatici da Pappo , e risoluti con geometrica divina- 
zione da Marino Ghetaldo * . 

PROPOSIZIONE VII. 

5a8.Dato il semicerchio ANC [Jig. 1 1], e la ret- 
ta NL perpendicolare al suo diametro ; applicare 
una retta data tra la circonferenza e la NL , sicché 
distesa passi per Y estremo A del diametro^ 

SOLVZIOUE GEOMBTBICA. 

529* Suppongasi essere AH la corda addi mandata , sic^ 
che Y interposta KH pareggi la data retta F ; e si unisca 
la corda HG. Saranno simili i due triangoli rettangoli ÀHG , 
ALK aventi di comune V angolo acuto A. Onde dovrà sta- 
re A€ : AH :: AK : AL. Il perchè saranno investigabili le 



* Si riseontri la diuertazione più volte eitaia , ndta qwde si itmem 
cncor detto dal lavoro piò distinto sullo stesso argomento pubblicala^ 
àalCHorsley in Oxford nel 1770 , col iiihlo : ìuQliudAÌQumì lib. lU 
rcMituti . 
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Une AH, ed ÀK reciproche alle due date AC^ AL , ed aveoti 
per differenza la data F . 

ScoL.A questa soluzione geometrica , che può ayersi per 
un caso della prop.6. lib.IIL ($.416) * è affine la segnenio 
soluzione analitica. 

530. Si tiri la corda AN , e pongasi 

AH = j: , AN = a , F=c. 
Imperocché per la similitudiqe di qne' triangoli aareUMi 

^C : X :: AK : AL 
ed ir^AK = AGx AL = a' 

e però AK ;= —■ 

Ed essendo 



II* 



KH = AH — AK=ar — — . 

■ 

sarii per 1^ condizione del problema 

— .^' — 

X 

cioè 0?* — tt' =? cx^ 

Kisolvendo la quale equazione avrs^ssi finalmente il dopliqc^ 

Valore dell' ignota x , 

cioè xzzzxj^c + y ( ^' + 'A ^' ) 

ed a: = Va e — V ( a' + 74 e" ) 

531 . Di questi due yalori il primo è positivo , e X altro è 
pegaiivo. Sicché descriyepdo ij^n cerchio , che abbi^ per con* 
tro , e per intervallo il primo de' detti due valori , avrass^ 
neir intersezione H il punto ^ddin^^dato • 

Ma per lo valore negativo dell' ignota x qual retta dovri^ 
assumersi per intervallo , e qual ai^op dov^à poi sanarne \ 
eccolo* 

Compiasi il cerchio A77C(t , e col centro A [ Z^-^^* \ 
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btenrallo V ( ^* + 'A <^* ) -^ 7> ^ descrìvasi il cerchio , che 
dovjà tagliare V arco Àn in un ponto A • Questo sarà quello 
che si cerca . 

Imperocché la corda AH ^ eh' è x , s^ intenda rivolgersi 
intorno ad À^ e verso N , si &rìk successivamente minore di 
prima ; e diverrà zero , quando tal retta rivolgente si trovi 
a diritto con AC. E seguitando a rivolgersi tal retta verso h, 
ogni corda \h sarà — x^ come la genesi delle grandezze ne- 
gative il prescrive • E perciò nelF arco An dovrà applicar*» 

bì una corda uguale a V (^* + 'AO *~ V> ^ 9 cioè uguale 
aid AK , e sarà l' interposta hk uguale alla data F • 

Imperocché essendo uguali i rettangoli di HA in AK , e 
di AA in Aky perchè ciascun di essi uguaglia lo stesso qua- 
drato di AN , o di A^ , ed essendo uguali le AK , ed kk 
per costruzione , saranno pure uguali le AH , ed AA , e 
quindi le rimanenti KH , ed Af . 

532.Coa. L'interposta KH, come appetisce dal calcolo del 

problema , è uguale ad s -— — ; e tal diviene ancora la 

X 

hk 9 ponendovi AA ss «^ ^ • Imperocché pe' triangoli AAC ^ 
Kiàk sta AG : AA :: A^ : AL , e quindi Kh.kk sa AG.AL 

^ À^'- Sic(4iè prendendo i loro simboli avri^ssi A^ s:; 



a* 



a* /!> 



ed AAq; — - ^xrzzx^^ fL 

533. Scoi.. Queste cose ^i sono rilevate per &rne inten- 
dere la natura delle radici negative , e quali debbansi dire 
problemi affini , ov' esse deggionsi rapportare • Ma di que- 
sto problema eceone un' 

Aura soLuzioifE più' iupnea* 

534.Pongasi [ flg.H.} 

AC = 2r , AB = x , AL = i , e KH = fl. 
Ppvr^ e^ere la retta AM^\/ 2rx . £d essendo pe' trìan- 
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goU siiDiti ABH > ALK , 

AB : AH :: AL : AK , 

sarà ^ i \/ 2rx :: i : AK = ~\]2rx. 

X 

£ quindi 

KH = AH — AK=A ^^\\l2rx. 
Ala tal retta dee essere uguale ad a. Dunque sarà 

cioè M J . 2ra? =a". 

£ ponendo per brevità di calcolo a' e 2rh ^ onde la preoe^ 
dente equazione risulti divisibile per 2r ^ si ayrii 

o pure X* — Ux + 4' = Ar. 

cioè a;*— (2i + A)a? = — &• . 

£ quindi 

Questi due valori della x sono beili a ooatruirsi , e sono 
nmendue positivi , F uno però di essi osservasi maggiore dì 
£ ^ o di AL , e r altro n' è minore • Imperocché essenda 

aggiuntavi la h di comune sarà 

V.A + J<V (*^ + 'A **)+*• 
£ toltovìsi d' ambe le parti il radicale , avrassi 

£ r un di tali valori x ne somministrerà T applicata HK 
dentro del cerchio , \ altra la H'K' al di fuori di esso. 
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PROPOSIZIONE Vili. 



raOBLEMA. 



535. Dati i due semicerchi AIC, DGB [^g-iS] , 
i cui diametri sieno per dritto 5 condurre dall' e- 
stremo A del primo di detti diametri la segante AIG, 
talché l'interposta IH sia uguale alla data retta N. 

Soluzione analitica. 

536. Sia AG la segante richiesta^su cui cada dal centro la 
perpendicolare OP. Questa retta dovrà esser parallela alla corda 
CI (Si.ElJIL)' Onde la ragione di AI ad IP sarà ugnale a 
quella di AC a CO,ch e data,e che può esprìmersi per m : n. 

Ciò posto pongasi AI = a:,IH = N = a,ela tangente 
condotta dal punto A al circolo DGB = e . 



nx 2na; 



Sarà IP = - , HG= 2a , AH= x + a 

m m 

2nx ^ m + 2w 

AG = a? + o + 2a = a: — a . 

m m 

E dovendo essere AH. AG = C (36.£/. JJJ.) 
sari (x + a) l 1 x — ajzzz e'. 

E dal maneggio , e poi dalla costruzione di quest' equazione 
potrà ottenersi il punto I. 

Soluzione sintetica dello stesso problema. 

537.SÌ pratichi la costruzione precedente,ed oltre a ciò si 
prenda BQ ugnale a CD ; si tiri dal punto Q la QF perpen- 
dicolare ad AG : finalmente si faccia come QA ad AC così IH 
ad IK . Ed essendo parallele le tre rette CI, OP, QF, sarà 
CO : OQ :: IP : PF , e quindi IP uguale a PF, da cui tolte le 
uguali PH,PG, resterà IH=GF. Ciò premesso, alla ragione 
di QA ad ACè uguale tanto quella di FA ad Al (^.El. VI.) , 
quanto r altra di IH ad IK. Dunque sarà (J9.El,V.) 
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QA : AC :: GA : KA :: GA.AH : KA.AH. 

Ma è dato il rettangolo GAH y come uguale al dato BAD • 
Dunque sarii anche dato l'altro di KA in AH ; ed essendovi 
data la KH; sarà ancor data ciascuna delle AK, AH ($.14)« 
E quindi si farà noto il punto H soddisfacente al problema. 

PROPOSIZIONE IX. 

PROBLEMA. 

538. Applicare nelPangoIo esteriore DCG E^. i4 J 
del dato rombo AC una retta ugaale alla data rg y 
e che passi per \ angolo opposto A di tal figura. 

Analisi geometrica. 

Sia RG la retta che si domanda . Po' tre punti R, G, G in- 
tendasi descritto il cerchio PGCR y che intersechi la diago- 
nale AC del rombo in E ; e dal punto medio P delF arco 
RPG si conducano a' punti R ^ C , £ , G le rette PR, PC, PE, 
PG . Saranno uguali i due angoli DCB , RPG ; poiché cia- 
scun di essi compie due retti col medesimo angolo RCG. E 
saranno pure uguali gli altri due angoli ECG , EPG com- 
presi nel medesimo segmento ERPG . Ma T angolo DCB è 
duplo di BC A , o del suo uguale ECG : dunque sarà benan- 
che r angolo RPG doppio di EPG . Cioè saranno tra loro 
uguali gli angoli GPK, RPK, come son pure uguali , per co- 
struzione i lati y che li comprendono. Onde, per la 4.ELLy 
sarà GK uguale ad RK , e l angolo PKG uguale a PKR \ e 
quindi P£ un diametro del descritto cerchio ^ e retto l' an- 
golo FCE . Ciò posto y essendo equiangoli i due triangoli 
AKE,PCE, sarà AE : EK :: PE : EC. Onde le due rette AE, 
£C hanno per differenza la data AC, e sono reciproche alle 
due date EK , PE , e si possono quindi esibire ($«14). 
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COMPOSIZIONB GfiOHETBiCit* 

Costa. Sulla data retta rg si descriva il segmento circolare^ 
capiente un angolo uguale al dato RCG ; ed eg sia la corda 
dì una metà dell' arco reg . In oltre si ritrovino le due ret- 
te A£ , CE recìproche alla eg* ^ eà aventi AC per differen- 
za (§. 14).£ finalmente dal punto E s* inclini alla BG la EG 
uguale alla eg. Sarà il punto G quello che si dimanda . 

Dm. Se la retta, che unisce il dato punto A col punto G 
dì già ritrovato, non abbia la sua parte RG uguale alla data 
rg, intendasi esserne un altro punto M della CG soddisfacen- 
te al problema^cioèla retta AM abbia la sua parte LM ugua- 
le alla rg. Ciò supposto s'intenda descritto il cerchio pe tre 
punti L , C, M , il quale dovrà segare la CE in un punto N 
diverso da E : poiché se la segasse in E , se ne rileverebbe 
ElVl' uguale ad £G% eh' è un assurdo. Si dimostrerà col ra- 
gionaiLcnlo addotto nell' analisi geometrica dover esser x\NC 
uguale al iv;% e con ciò ad AED . Lo che è un assurdo **.. 

Soluzione analitica. 

539. Dal punte A [ftg-iS.'] si tiri al lato BC laperpendU 
colare AT, che cada fuori del roml>o ( la soluzione procede^ 
rebbe analogamente ^ se cadesse dentro ) ; e pongasi 

AB = BC = a , BT = A , KH = A , BH s= a: , 
sarà CH :=z x — a ; e per la i2. EL IL si avrà 

AH*= AB' -I- BH' + 2TBH = a' + i' + 2&c. 
Or pe' triangoli simili ABH, KCH essendo 

AH : KH :: BH : CH 
e quindi AH' : KH* :: BH' : CH* ^ 

sarà , ne' loro simboli , 

a» + X' + 2hx : i* :: x* : x* — 2ax -f a* 
E passando da analogìa ad equazione y sarà 

(a?» + a*y -t- 2 (a?* + a'][hx — ax] + 4ahx^ = k*»^ 

* Cioè tali che il loro uitangolo panggi il quadrati^ della eg^ 
** E quetlaprecisamentù la iimoiirazioM tfub'nl(a> A cui /ti ascn^ 
nolo nella nota al $. 4S8^ 
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Ed aggiungendo a^ dae membri di quest'equazione il trinomio 
A'a;' + a^x* + 2ahx* , risulterà ^ fatte le riduzioni , 
(a*+a*)»+2{a?'+a*)fto— aarj+fte— ox;* = (6«+^'+a*+2a&>* 
Ma il 1 ''membro di detta equazione Tè un quadrato perfetto. 
Dunque estraendo la radice quadrata d'ambe le parti ayrassi 

a:' + a' + (A — a)j: = ±x V (*' + ^' + «* + 2aA) 
Sicché fattovi \/(A' + A* + a* + 2aA) = n , sarà , per tra- 
sposizione di termini , a?* + (A — a ^ n) j? =: — a*. 

E quest' equazione facilmente può risolversi , e costruirsi. 

540. Goa.Se la figura ABCD fosse un quadrato [fìg-^O.'], 
in questo caso divenendo zero la BT , o sia la A , quest' ul- 
tima equazione si dovrà nel seguente modo semplificare 

0?' — (a ± n) x =; — a\ 
441 . ScoL. Sebbene questo problema di sua natura sia 
piano y e con principii elementari risoluto , pure Y equazio- 
ne in eh' ei si traduce è biquadratica , e par che solido il 
dichiari. II perchè non vi potendo essere una tal contraddi- 
zione tra '1 grado , e la natura di un medesimo problema , 
necessariamente Y anzidetta equazione dovrà ricevere abbas- 
samento. Ed a ciò fare s' impegnano gli analisti di osare il 
jOQetodo del Cartesio , e quello delle reciproche equazioni ^ 
che sono del pari sublimi , ed ingegnosi. Ma perchè girne a 
rinvenire cotesta cosa tra' principii alti , e stranieri y ov' ella 
a' incontra nel piano d^l volgare algoii&mo 7 

CoNSinER AZIONI SUL PRECEUENTE PROBLEMA , 
£ CONSEGUENZE IMPORTANTI UI ESSE. 

542. Dopo le eleganti soluzioni , Y una geometrica 1' al- 
tra algebrica, recate di questo problema famoso , tanto nel- 
r antica, che nell^ moderna Geometria , non istimi.amo inop- 
portuno ed inutile alla scienza indicare le principali soluzior 
ni , che ne $ono 3lale date ^ sì pel caso del rombo qui in- 
nanzi trattalo , che per quello più semplice del quadrato ; 
onde possano i giovani riscontrandole , e studiandole , non 
aolo erudirsi neir arte di risolvere i problemi , ma ancora 
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conoscere , ed apprezzare la fecondità de' metodi ^ che per 
ottenerle si sono adoperati . Un problema , che ha meritata 
r attenzione degli antichi, e de' moderni geometri ; che non 
V ha opera di questi ove dì ricerche geometriche si tratti 
con qualunque metodo , che non lo rechi ; che dà luogo a 
buone, ed importanti regole per riescire a più elegantemen- 
te risoWere i problemi col metodo algebrico , merita bene 
una special considerazione , dalla quale trarremo ancor noi 
opportunamente le regole suddette. 

543. Prima tra le soluzioni geometriche si presenta l'elegan- 
tissima dì Eraclito pel caso del quadrato , recataci da Pappo 
nelle prop.70 e 71 del lib. VII. Collect. , la quale fu tenuta 
presente dal Cartesio nel risolverlo col suo metodo,per trarne 
la regola, che quando un problema piano conduca ad un equa-» 
tioM che lo indichi solido , si possa , con un più convenevole 
siabilimenio deW incognita , oitencì* quella in modo più sempli" 
ce*: indicando ciò avrenire nel caso presente , quando si sta* 
bilìsca per incognita la retta al cuiriaveoimento tendesi nella 
soluzione di Eraclito. 

5A4.Tra' geometri moderni meritano special considerazio- 
ne , per le soluzioni geometriche, quella di Ugone d^ Onurì- 
que** pel rombo, e l'altra , che, imitando più d' appresso gli 
antichi, ne diede THorsley nella sua restituzione de' due libri 
IncUnationum di Apollonio ; e deve ancor riputarsi assai e- 
legante quella delllJgenio, che cercò aprirsi nell' analisi geo- 
metrica una vìa parìforme a quella di Eraclito pel quadrato ; 
che aveva egli già prima recata^dimostrandola a suo modo' 



^*«* 



* Quod quidem hie rpfero, ut tobis indicem , quod eum problema prò- 
potUwn non est sdidum , si quaerendù Ulud una via ad aequationem 
deteniahir vald» eompositam, tum communìler alia via ad simpticiorem 
aequationem perveniri possit. ( Geom. lib. III. ) 

** Analysis geomét, lib. L prop.47. 

*** \ Muslrium quorundum proòlematum eonstructiones, nel volJIL 

Op.var. 



un 
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Ma a questa non cede quella poc^ anzi esposta dal FergoU * 
545. Per soluzioni algebriche, non V ha trattato di Geome- 
tria analitica che noi riporti : ma qui basterà recare quella 
che pel quadrato ne diede il Newton nella sua Arithmetica 
Vniversalis * , ad oggetto di trarne in modo piìi definito la 
suddetta regola vagamente indicata dal Cartesio ; e di accea- 
Dare Tallra soluzione del de Y Hopital pel caso del rombo. 

PROBLEMA. 

546. Sottendere V angolo retto DCF Iftg.iS.I con la data 
retta EF^ la ^ale passi pel dato punto A equidistante da la^ 

ti dell angolo retto 

Soluzione analitica. 

Compiasi il quadrato ABCD,e la retta £F si bisechi in G. 
Poi pongasi CB, o CD r:: n, EG, o FG= 6, AG=: x ; sarà 
AE = j: _ 4, AF = j? + i. Ed essendo AF'— AB' = BF% 
sarà BF = y {x' + ^bx + 4* — a'). 

E poiché , pe' triangoli simili ADE , ABF , sU 

AE : AD :: AF : BF 
cioè ar — 4 : a :: a; + A : V (j:* + 2*a; + i* -- a') 
avrassi ax + ab = Qc ~ b)\/ (.t* + 2bx + A' ~ o' ) 
e quadrando i membri ^ e poi ordinando V equazione , sarà 

x^ = (2a' + 2i*) a:' + 2a'A' — b^ 
che maneggiala come le derivative dal secondo grado darà 

Ed ottenuta per tal modo la CG , si avrà la CE e la CF , 
ciascuna delle quali determinerà il punto E , o 1 altro F sod- 
disfacenti al problema. 

547. Sia AE = 0? , AD = a , EF= A , sarà 
* StJf. ir. cttp. 2. probl.24. 
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AF = a: + * , BF = V(^' + 2*j: + A' — a'). 
che però essendo A E : AD :: AF : FB 
cioè X : a :: a: + A : V (a:' + 2bx + i* — a'), 
sarà ux + ai = j: V (^' + 2*0? + *• — a*) 

e quadrando i membri , ed ordinando 

x^ + 2bx^ + (fc* — 2a')j:« — 2a'4j; — a'*' = cf 

equazione biquadratica completa, nella quale T investigazio- 
ne delle radici riesce più diflGicile , che nel caso precedente. 
Per la qual cosa egli adopra lo stesso ripiego di trasportare 
il termine — a*b* nel secondo membro , e poi completare il 
quadrato del primo membro con aggiugnervi di comune a^. 

548. Esposte le due precedenti soluzioni , il Newton co- 
mincia dair osservare, che nel presente problema la linea £F 
riferendosi del pari all' una , o 1' altra delle GB, CD( il che 
rendesi manifesto se la retta da applicarsi cadesse nell'ango- 
lo BCH ) ; che però non vi sia più ragione di scegliere per 
incognita k ED piuttosto che la BF , o la CE piuttosto che 
la €F, o la AE piuttosto che la AF : dalla quale ambiguità 
egli dice essere stato indotto , nella prima delle soluzioni , 
a prendere per incognita la AG , che serba la medesima re- 
lazione alle GÈ, GD. Né tampoco abbassò da G la perpendi- 
colare alla GF,per procedere innanzi nella soluzione del pro- 
blema ; poiché egualmente potevala abbassare alla CD : e per 
la stessa ragione non abbassolla nò sulla AB né sulla AD ; 
e si rivolse a cercare l' espressione della AG , che non am- 
mette altra linea di simile determinazione . E per tal modo 
pervenne ad ottenere un' equazione di A"" grado derivativa 
dal secondo ; mentre con V altro modo', in cui tali avverten- 
%e non aveva usate , gli era risultata completa di tal grado. 

549. E dopo altre consider$izioni da lui fatte y valendosi 
di un semplicissimo ripiego geometrico , e snpponendo. tira^ 
ia dal punto medio G dell' applicata £F la perpendicolare 
GK alla diagonale AC prolungata , e prendendo per incogni- 
ta la AK ; che ha un' indifferente relazione al lato del qua- 
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drato ( lo stesso sarebbe per la CK ), dinotando la AC con 
e j la £G con b , egli perviene ad ottenere pel problema la 
semplicissima equazione quadratica *. 

J^* = — ^hoj + «M» 
Da tutte le precedenti considerazioni fa egli indotto a sta- 
bilire la seguente utilissima regola per la scelia dell ìncogni' 
tu , onde più conveneTolmente avviare il calcolo per \ analisi 
di un problema. 

550. Quando è tale V afflniiày ossia la sinnUiudinc di rela- 
zione di due termini agli altri del problema^ sicché dal prende- 
re per ignota V uno o V altro , o ancora entrambi^ insieme a- 
doperandoliy si per verrebbe con lo stesso calcolo idla medesima 
equazione finale (a meno di qualche diversità di segni) ; al- 
lora non è espediente di prendere per incognita né T uno y nò 
t altro di que termini , ma conviene sceglierne in vece loro un 
terzo , che riguardi similmente ciascun di quelli 9 come la se- 
misomma , la semidifferenza , il medio proporzionale , o 
qualsivoglia altra quantità^ che indifferentemente si riporti al- 
t uno e C altro di que termini. 

551. Ed egli in conferma di una tal regola si richiama a 
ciò che, a^eva anche operato ne'precedenti problemi 9 e 10, 
conchiudendo finalmente,che una tal regola verrebbe pia ri- 
schiarata dal problema 28 **, eh' è quello della segante alla 
parabola da noi recato nella prop. 7. del lib. Ili . E pote- 
va ancor aggiugnere dall' altro 41 , nel quale pur si prevale 
con vantaggio di una tal regola, e lo avverte 



*** 



* Eiguardando alla soluziom geometrica del Fergola ( §. S5Ì. ) » ad 
anche alt attra ieK Horsley , si vede come eoneorrano uniformemente a 
risolverlo le due analisi geometriea ed algebrica , allorché si riducono a 
rinvenire un punto nella diagonale AC dk rombo prùlungata[f.i4JII.'] 

** Ad hanc regulam animum advertens , in frobL 9 , etiO ^ ubi tri* 
anguli laiera germana BC, et AC delerminanda erant ; quaesivi potius 
semidi fferenliam , guam allerulrum eorum. Sed regulae ìmus utilitoi es 
€Ìgesimo oc(avo prcblemate magis tlucescei. 

*** Yeggasi T idem brcYJus , per questo problema • 
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&52.Masenza tante nuove ricercbe,ba8ta a convalidaila le- 
lementarìssimo problema di dividere una retta data in modo^ 
che il rettangolo delie parti sia dato • Poiché avendo ciascuna 
delle parti la medesima relazione alla retta , che indichisi con 
a , sicché sia indifferente il dinotar con x Funa, o V altra di 
esse ; V equazione, che ne risulterebbe pel problema sarebbe 

«' — ax + b^ z^ 

'mentre prendendosi per incognita V interposta tra 1 punto 
cercato , e '1 punto medio della retta data, la quale ha una 
relazione indifferente alle due parti della retta , essendo la 
metà della loro differenza 9 Y equazione finale sarebbe 

553.L' illustre marchese de Y Hopita), cui non fu nota la 
regola del Newton , quando eseguì la sua soluzione pel qua- 
drato * y prendendo per incognita il lato del quadrato pro- 
dotto fino all' incontro con l' inclinata , pervenne , come do- 
i?eva avvenire , ancor egli , ad una equazione completa di 
quarto grado , che con un facilissimo ripiego mostrò scin- 
dersi in due del 2^ grado • E cpme che 1' una di esse dava- 
gli le stesse radici delF allra^ se non che erano esse positive 
in quella, negative in questa ; egli però si attenne a costrui- 
re la sola prima , che poi mostrò offrirne anche lo due solu- 
zioni corrispondenti alle x negative ^* 

5 54. In seguito passò ancor egli ad avvertire^ che quando 
r equazione risultante dallo scioi;!imento di un problema sia 
abbassabilc , conviene tentare , se per altre vie possa perve- 
nirsi ad equazione più semplice ; ed in conferma di ciò che 
aveva detto reca due altre maniere elegantissime da risolvere 
il problema proposto ^ nelluna introducendo due incognite , 

* Seciiom Coniques l. X, es, 2. — Que^o iommo geùmeira france' 
i$ morì nel 1704 , avendo appena 55 anni di età , e t' Arìthmet.Univers. 
del Newton fu pubblicala per la prima volta in Cambrigia nel 1707. R 
dee ancor notarsi , che il de T Hupital lasciò incompleto il suo egregia 
lavoro delle Sectioos coniques , che fu pubblicato dopo la di tui morte % 
*' Ossero. 1.$.429. 
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cioè la parte dell' inclinata che rimane trai vertice delV ango- 
lo del quadralo el lato opposto, e la parte di questo, che ne 
rimane al di solto; pervenendo per tal via ad una semplicis- 
sia equazione pura del 2*grado,conducente alla stessa costru- 
zione da lui già ottenuta; l' altra di gran pregio, se riguardisi 
essere applicabile ancora al caso del rombo invece del qua- 
drato , nella quale , mediante un semplicissimo apparecchio 
geometrico , e stabilendovi pur due incognite pel calcolo a 
condurre l'analisi del problema , perviene ad una equazione 
assai semplice del 2"" grado, della quale dà un el^antissima 
costruzione. E noi consigliamo i giovani a non tralasciare di 
originalmente riscontrar tali cose nella citata opera, il coi stu- 
dio riescirà loro di grandissima utilità , essendo essa un di 
que' pregevolissimi lavori de' moderni, che terrà sempre un 
posto distinto nella scienza anaUlico-geometrica di costoro ^ 
qualunque sieno i progressi , che questa faccia , e le modifi- 
cazioni , che possa ricevere la Geometria Cartesiana. 

555 ^Di pili recente data ci si presenta la soluzione,cbe col 
metodo Cartesiano ne diede 1 illustre Lacroix , in più pagine 
della sua application de V Algebre a la Géométrie^OYe per al- 
tro ne offre un'analisi completa del problema, si pel caso di uà 
rettangolo, che per quello elementare del quadrato.Ma invero 
le vie da lui usate, che sono più ricercate di quelle da altri 
già adoperate,non conducono ad un risultamento più sempli- 
ce, e ad una più elegante composizione del problema; sicché 
egli stesso si vide in fine indotto a doverne ripetere la solu- 
zione analogamente al Newton. Ma volendo in seguito usare 
il metodo detto a coordinate ottiene i medesimi risultamenti 
di prima,avendo avuto bisogno per l'analisi del problema non 
solo di quelle verità , che occorrevauo per la soluzione geo- 
metrica, o Cartesiana ; ma anche di alcune altre derivanti dal 
nuovo metodo , che volle adoperarvi. Nò sappiamo intende- 
re, come abbia potuto il CoUalto, dopo aver riportata tal so- 
luzione del Lacroix, nelle sue Lezioni di Geometria analàica 
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a due coordinate * , conchiudere, di aver egli ciò fatto » per 
3> far vedere come questi duoyì metodi servono mirabilmente 
y> a rinvenire di queste soluzioni più semplici, ce 

556. Dopo di aver alquanto ragionato delle principali so- 
luzioni di questo problema, e di averne tratte regole da ser- 
vir di norma in altri di simile natura ^ non è fuori proposito 
riguardarlo ancora per essa , esaminandola prima di tentar- 
ne la soluzione. £ perchè una tale indagine risulti più chia- 
ra , enuncieremo il problema nel seguente modo : 

Pelpunto A [^$f*^7.] equidislanie dalle due rette di sito DCy 
CB si vuole inclinare tra esse una retta di data grandezza* 

Or per poco che si consideri il problema così enunciato , 
si scorge , che una tal retta possa rimanere interposta tra le 
date y come la EF , o la ef , o ancora come X una , o V al- 
tra delle due E'F' , e'/^ ; sicché il problema sia suscettivo 
di quattro diverse soluzioni, cioè abbia effettivamente quat- 
tro casi ciascuno corrispondente ad una di quelle ; e però 
che debbasi ^ risolvendolo algebricamente, pervenire ad una 
equazione del quarto grado , che tutti gli contenga , co- 
me è stato dimostrato in fine del trattato di Analisi Algebri^ 
ca elementare , el dovrà essere ancora nella parte II. di 
questo dell' Invenzione geometrica . £ tale dovrà pur essere 
r artifizio della sua compiuta soluzione geometrica , da ri- 
sultarne i quattro punti soddisfacenti ad essi quattro casi , 
o soluzioni aflGini . Ma siccome due di tali soluzioni sono af- 
fatto identiche alle altre due, come l' è la £F con la ef, e la 
£'F' con la e'f ; però V analisi del problema, comunque con- 
dotta , mentre ne offre i quattro casi , ne dà la riduzione a 
due soli , o con l' estrazione di radice quadrata dall' equa- 
zione risultante , come nella soluzione algebrica del Fergo- 
la (§.539), o con lo scindimento in due equazioni di secon- 
do grado d'identiche radici, a meno de' segni, come in quel- 
la che ne abbiamo accennata del de l' Hopital (§.553). 

* hMlieaX$ in Milane n$l 1806. 
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557. Ed in fatti , se il punto A non fosse stato eqotdU 
stante dalle due rette GB, CD, cioè nel caso di un rettango- 
lo , o romboide intece del quadrato, o rombo^ cessando \ i- 
denticita di que' casi , il problema avrebbe quattro distin- 
te soluzioni , e la sua equazione ascenderebbe al quarto gra- 
do insuscettiva di abbassamento , come dalla soluzione del 
Lacroix si rileva (§.555), e come faremo anche notare quan- 
do di esso tratteremo nella Parte II. della presente opera. 

558. Un tal genere di problemi meritando una special con- 
siderazione , per la buona condotta della loro analisi, sia a 
modo de moderni, sia con quella degli antichi, venne da noi 
riguardato abbastanza in occasione dell' altro specioso pro- 
blema àA\di piramide triangolare , nelle Osservazioni concer- 
nenti la natura di esso , che presentammo alla R. A. deUe 
scienze di Napoli,in seguito della soluzione algebrica datane 
dal Lhuilier , che trovasi inserita nel voi. II. degli Atti di 
questa^ caratterizzandoli col nome di complessi J£éà è chiaro, 
che se nel risolverli si abbia tal sagacia da condurre la ridu- 
zione ad un tal punto,e però ad esibire tal retta , che essen- 
do indifferente ad ogni due casi , valga ad esibirne ad un 
tralto r uno e \ altro di essi, \ equazione al problema risul- 
terà a dirittura del grado cui essa appartiene, senza esservi 
bisogno di altra ricerca per ridurvela, che potrebbe in moki 
casi riuscire assai difficile,- principalmente trattandosi di un 
problema solido , che si raddoppiasse nel numero de'casi, 
come Tè per appunto quello delle piramide. Ed un esempio 
di ciò che abbiamo detto può nel caso del problema di coi 
trattasi aversi dalla terza soluzione del Newton di sopra ac- 
cennata (§*549) . 

Fine deW appendice allibro III. 
e della parte L del presente trattato • 
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AVVERTIMENTO. 



Le note , che qui rechiamo sodo desiioate da render ra- 
gione di alcuni articoli del testo, o a darri maggiore esten- 
sione , la quale aycTamo giudicata eccedente in esso ; o pa- 
re a stabilir parallelo tra alcune ricerche eseguite con diver- 
so metodo ; o ancora a porre un nesso, ed una corrisponden- 
za tra le opere y che ci siamo proposto pubblicare ; o final- 
mente per quello che concerneva la parte storica di tal un 
argomento , principalmente ove fosse stato da altri , o pri- 
ma , o dopo che da noi trattato • Al qual proposito , non 
tralasceremo di attribuire , com' è di ragione y e come ab- 
biamo sempre operato , a ciascuno quello che gli spetta , 
contro un costume, che da qualche tempo a questa parte ve 
diamo con dispiacere vieppiù confermato oltremonti, di non 
considerare a£Estto i lavori degl'italiani in argomenti, ch'es- 
si espongono, e ne' quali da questi sono stati precedati *. 

Se credemmo utili tali note , e 1 fatto , e l' autorità di di- 
stinti matematici ce V ha comprovato , nelle opere costi- 
tuenti il Corso elementare ; tanto più Y era in questi tratta- 
ti , ne' quali tutte le nostre mire sono rivolte a formare ne* 
giovani lo spirito d' invenzione , e di discernimento ne' me- 
todi varj, che abbondevolmente le Matematiche ora posseg- 
gono , e pe' quali è necessario apprendere a giudìzìosamea* 
te adoperarli . 

Un tale avvertimento valga ancora per le note^ che appor- 
remo agli altri trattati della Geomeiria di sito , delle Sexio^ 
ni coniche analitiche , e de' loro luoghi geometrici. 



* Quantunque nella pratica diquesto dovere non bisogni autoriiÌM, 
pure slimìam qui recare ciò » che il Leibnìtz ne scriveva a Gìoy, Ber- 
iioulli : £o enim ingenio sum ( così diceva quel sommo uooio^ ulMbin-^ 
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. Al taf. L -^ L' accuratii8ÌQ)0 Euclide , che trattò 8l bene qaesto 
euristico argomento , che altri non ardi mai calcar sue orme , se noa 
comeotando le dottrine da lui esposte , distinse i dati in quattro generi, 
del pari che vedesi fatto nel capitolo presente , e di essi diede in un 
iolo libro chiare , ed accurate teoriche > distribuendole in XCV propo- 
mtom ii Boti ; in ciascuna delle quali proponendosi le cose date ^tf 
éoneatiom » si dimostra quali altre ne derivino date per conseguenza : 
noi quale svolgimento , fatto dietro convenevole apparecchio , consi- 
stendo tutta r analùi degli antichi, si vede però , che un tal libro fot" 
ma va ragionevolmente la base , e *1 fondamento di essa. 

Or Euclide non definì il dato in generale » giudicando ciò superQuo 
dopo la GogniEione • che se ne aveva pel frequente uso fattone negli 
Elementi di Geometria , ed anco perchè dalle seguenti definizioni spe- 
ciali per essi , eh* ei diede , rimaneva vieppiù rischiarata la sua natu-* 
ra « Ciò produsse , che dagli antichi stessi , ed a diverse epoche fu il 
dato diversamente definito , su di che potrà leggersi la dotta prefazio« 
ne del goemetra Marino « discepolo di Proclo , al libro de* Dati dì £u* 
elide . Per noi basterà quella , che se ne dà dal nostro autore , nella 
dcf. 1 , dalla quale evidentemente rilevasi la necessaria distinzione del 
dato in due generi , Y uno alla Geometria appartenente , che è quello 
trattato da Euclide , e che nel presente libro esponesi ; l' altro spet- 
tante air Aritmetica siasi volgare , o speciosa . Ed a maggiormeote 
chiarire una tal distinzione , principalmente ora i che alcuni esclusi v' 
coltivatori della moderna analisi , par che nessun' idea abbiano del da" 
io giometrico , qui ripeteremo : una cosa esser data geometricamente, 
$$ sapremo esibirla con un artifizio di Geometria t cioè , con una geome- 
trica costruzione * E le cose , che richieggonsi per tale esibizione se oo 
diranno i determinanti. Ddi che vedesi essere il dato geometrico non solo 
determinato in se stesso , ma anche determinabile per gli Elementi di 
Geometria ♦ ed in agevol modo . Una grandezza sarà poi data aritmeti- 
camente ; se ne sapremo il valore rapportandola ad una certa unità as- 
èunta. Da che risulta evidente essere il dato geometrico assai più gene- 
rale dell* aritmetico , e però non doversi con questo confondere ; come 
ora ordinariamente suol farsi dagl* imperiti di Geometria • Imperoccl è 
questo secondo le sole quantità commensurabili può riguardare, e per 
e sse dovendo ancor dipendere da una quantità continua assuntavi per 
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ìwiU , diveDta ancor vago come 1* è questa ( §. 8 }• £ poi i punti , elio 
tanta parte prendono tra* dati ne* problemi , sono dal dato arilmetie^ 
assolutamente esclusi • E dee ancora avrertirsi , che essendo il dato 
yeomelnco di una cosa relativo alia genesi geometrica della medesima» 
mentre V aritmetito > o alg^frieo l'è al valore , spesso avviene » che 
quella non si possa in agevoi modo rilegare ; e talvolta divenga trascen- 
dente r artifitio per siflatta determinazione (§§• 9 , e 5^ }• 

Atta def. F. ( §. 7. ) • — La definizione Euclidea , di cui accennasi 
dall' autore nella nota alla sua pel dato diHto , è la seguente : Ant- 
Ctone dari dicunt%tr , puncla , tineae , spatia , et anguli , qua$ eundem 
titum ( meglio tradotto loeum ) $emper obtinetU • La qual defìnisione 
produce una certa oscuriti , per dovervisi cliiarire le voci di luogo ^ e 
sempre » Di fatti lo stesso Euclide nel prevalersene adottò poi un con- 
cetto affine a quello di cui ci siamo serviti nella Geometria di tito 
(def.2^) , e del quale fa pur menzione il Pergola introduceudosi a ra* 
gionare de* dati di sito ( cap.S. lib. I.) 

ÀUa prop. /. ("§• 10.) — Euclide diede come definitione il num» !• 
di tal proposizione » del pari che aveva fatto per la verità compresa nel* 
la def» 1. Elem. IH. Ma questa , come fu detto ( nota a tal def.), come 
pur quella di cui ora si ragiona » non è una definizione , si bene un teo* 
rema » conseguenza immediata della definizione del cerchio ; e però da 
prenderai al più come un postulato ; ond* è che qui» come conseguenza 
della definizione vedesi stabilita. 

Alla prop. IL ( $. li) — Nel num. Vili, dell* enunciazione » si 
vede tralasciata la suttriplieata ; poiché per assegnarla esigesi un artifì- 
fizio non elementare . Ma essa può ancora esibirsi per la Geometria su- 
blime , e quindi prendersi per data , ne* problemi, che a questa appar- 
tengono per la loro natura • 

Atte prop. Ili ^e IV [$^. iS, e i^f) — Sono questi i problemi fonda- 
mentali di riduzione geometrica, il primo per tutti quelli del \^ grado, il 
fecondo per gli altri del ^ grado ( Veg. la prop.27.lib. IIL lM.geom.) 

AUaprop. 17. ( §. U. ) — Se il problema proposto si volesse alge« 
bricamente risolvere , esso darebbe luogo ( Indicando con a » fr le ret- 
to date , e con (I la differenza delle cercate , nel seeondo caso ) ali* e** 
quazione 

05* i djc -I- afr = o 
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f eeoDdochè per la x si fosse iadicata la miDore delle rette cercate . • 
pur la maggiore. 

Or una tale equazione ha com* è noto due radici sempre reali , l' u- 
Da positiva , Y altra negativa ; per avere una permntaiione , ed una 
successione di segni ne' suoi termini ; ed eiTettivamente risolveadola tm 
offre , nel primo de* casi , eh' essa presenta » 

a? = -«/.d + V( 'Ud* + ah) 
« = — «A*- V( 'A*' + a*) 
delle quali si vede esser positiva la prima , come alla supposizione bt- 
ta di a; per la parte minore doveva corrispondere. 

Al contrario risolvendolo nel 2^. caso del segno -^ al secondo termi- 
ne , le radici sono 

a? = + V.d + V( 'Ai* + ah) 
a: = + ./.d — Vi^./jd» + afc) 

e di esse la positiva è la maggiore » come in tal caso si era supposto • 

Sicchò essendo arbitraria l' una , o 1* altra di quelle supposiuoni per 
hx ^ l'analisi algebrica in ciascun de' casi ne offre le radici per eia- 
aeheduna ; se non che dà per positiva quella, che corrisponde alla sup- 
posizione effettivamente fatta , per negativa 1* altra corrispondente alla 
supposizione contraria , E ciò veniva anche indicato jdalle stesse equa- 
zioni alle quali si è pervenuto con le due supposizioni contrarie; poiché 
si vede , che col cambiamento di segno nel secondo termine dell' una 
rispetto air altra , non si viene a far altro , che cambiare la radice po- 
sitiva in negativa , e la negativa in positiva. 

Che se pel primo caso del problema s* indichi la data somma per $ , 
è chiaro, che l'equazione ad esso non possa essere, che della sola forma 

X* — sa;-|-afrs=5 0. 
qualunque delle parti della s s* indichi con x , sia la minore , o la mag- 
giore , che però le due radici 

a? = + V.S + V ( 'A s* —ah) 

a? = -f '/«« — V ( 'A «• — aft ) 
che vi soddisfano debban risultare tutte due positive ; potendo sol dive- 
nire immaginarie , come la natura del problema il mostra , e dalla co- 
struzione ancor si rileva. 
Adunque 1* altra equazione 

x*'^sX'\-ah=zo 
che ottiensi col cambiare il segno ai secondo termuie della precedente» 
dovrà avere le due radici identiche a quelle di questa , e di segno con- 
trario , e però entrambe negative , le quali nulla esprimendo celativa^ 
mente al proposto problema » dimostrano , che con quel cambiamenti 
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H 86goo noQ 81 abbia , cbe solo una para forma algebrica di equaziont, 
che nel lingoaggio geometrico nulla dinota. 

Risulta dal fin qui eapoato » che la costruzione geometrica esibita 
Bel §.li dia ad un tratto le due radici dell' equazione cui si perverreb- 
be algebricamente trattando il problema , le quali offrono le due retta 
richieste ; e non gii che una se ne ottenga , per poi rilevar Y altra, co- 
me dal calcolo algebrico aTTÌene • Al che se avesse avvertito il Hontu- 
cla , non sarebbe caduto fnell' equivoco di credere aver gli antichi rico- 
nosciuto ne' problemi del 3?. grado, che da essi riducevaosi a' due fon- 
Àmentali recati nel §• suddetto , che sono i problemi risoluti nella 
prop. 28 , e 29. £!• VI. diversamente jesposti , la sola radice positiva 
( Nota al Kb. L pari. IL Hist. de$ Math. ) . Né tampoco il Cartesio, sa 
avesse un poco più considerate le opere di quelli» avrebbe io loro detri- 
mento profferita Y erronea sentenza » che fosse ad essi mancata , per 
tali problemi , una riduzione nel genere. 

Ma di tutto quello , che abbiamo qui accennato , dovrà più estesa- 
mHite trattarsi nella seconda dissertazione del voi. 1. degli OpweM 
mafemaliet ; e si potrà anche da ora riscontrare la nota alle prop. 28 • 
e 29 El. TI. in più edizioni del nostro Euclide. 

E sarebbe stato facile a ciucun di loro \ avvertire l' identità di qua- 
Bti problemi , con le equazioni di V grado, che trattavano , anche sen< 
za la soluzione algebrica di quelli , ma semplicemente riguardando a 
queste equazioni . Imperocchò 1* equazione 

dà evidentemente luogo alla proporzione 

dp : a :: 6 : dP ± d 
eh' è il secondo caso del problema ; e l' altra 

a?» ^- S45 = — a ò 
Tidottaad $x '^ x^ = afr 

espone 1* altra proporzione del primo caso , cioè 

X : a :: b : a *- dp 
E si vede pure evidentemente , che ad alcuna proporzione non si per* 
Tenga daU' altro caso dell' equazione 

^ SS' dal S9 al 32» — Le cose , che l' autore ha » per solo ordine 
di scienza qui recate , sono già note dagli Elementi di Trigonometria , 
a si potranno ancora in essa riscontrare. 
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desi eseguito — da i9rié eùnvergenii , come si tedri operato oei toI. U 
del cono di Ànaliii algetrica. 

Al §.J9. ( tolto dal lato dato AC) — L' autore ooo voleado qui dars, 
che una semplice indicazione della risoluzione del triangolo, già trattata 
nella Trigonometrìa • lo ha considerato nel solo caso > che la perpendi- 
colare da B [ /?^. P ] dividesse il lato opposto AG ; e però ha detto AD 
tolta dal lato dato AC. Ed è facile vedere quello che debba fartieaden- 
do la perpendicolare fuori del triangolo verso C , o verso A. 

SI potrà sul proposito anco riscontrare il caso 3 prop. 8 lib. II. delh 
nostra Trigonometria • 

Al §• 40. -* Per tal caso si vegga anche la prop. 10. lib. Il* Tri§m 

Allaprop.XII. ( §• 43. j — Si vegga la nota alla prop. IL 

Alla prop. XYL (%. 53) ~ Si riscontri la nota alla piop-F. Ub.T» 
del nostro Euclide • 

« 

Allo tcct. ^.ffi.j-^Nel primo de* due casi qui accennati daH* aotors^ 
avendosi nel triangolo ABC [fig»9.'] la ragione di BD : DA , e quella 
di DA : DC , si avrà per conseguenza ancor V altra di BD : DG ; e peri 
i due triangoli rettangoli ADB , BDC risulteranno dati di specie , a 
quindi ancor V altro ABC. 

Nel secondo caso poi , esposta una qualunque retta BC [fgjf.nj.} , 
e costituitovi sopra il segmento di cerchio BAC capiente 1* angolo ver- 
ticale dato del triangolo , si applichi in esso la AD perpendicolaro atta 
BC , ed uguale alla quarta proporzionale in ordine alla data ragiona 
della base ali* altezza del triangolo , ed all' assunta BC ; congiunte In 
BA t AC risulterà il triangolo BAC dato di sola specie. 

Alle precedenti cose aggiugneremo riportarsi da Euclide» nella pr.U* 
Dati , r altro caso » che sia dato un angolo di um triangolo, $ la ragiona 
ddla iomma d€*laU dintomoadun aUro angolo alterzo lato : ed il geo* 
roetra inglese Samuele vescovo di Asafa , nella sua dotta esposizione 
del libro de* Dati di Euclide pubblicata io Oxford nel 1803 , aggiugpa 
per corollario il caso , ohe fosse data la diffmnxadi quo' lati. Ha quei 
caso , e questo riduconsi bcilmente al secondo della proposizione pre« 
cedente, usando lo stesso artifizio praticato nella prop.l7.Iib.II.rr»foii, 

Alla prop. XXIIL (^^SS.) — La prima parte di questa proposi^ 
ziene è il lemma di cui si valse Pappo » per dimostrar la prop.8. lib.IV« 
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d0R0 iqe CoU. imìì. ; e la «eoooda comprende le prop;102 ; e 106 del 
lib. VII ^ che iODO i lemmi 7 ed 11 pel lib. 1. Taetitmum. 

i* SS* £9 » 70 , 7i. — * Le terità qal assonfe come atniomi , per la 
loto obiareisa , trovansi dimoatrate nella Geometria di tUo • E aarà 
ancbe hea fatto rileggere la nota alla prop. 1. 

AU^prop* XXIX, '^($» 77. ) Aggiungasi che : la ecmgiungetUe U 
punto dato col vertice delV anf^olo i il luogo de* punti da cui abbaesate 
U perpendicolari tu i lati di ei«o, serbami queete la etesea ragione , che 
guelle che tirtmti a' medesimi lati dal punto dato (Geom. di tito $.75,} 

Al § . S9. — Cartesio seguendo la distiniione de' problemi fatta da- 
gli antichi > e la generale riduzione di essi , che lasciarono indicata nel 
problema aUe rette ( Vedi Pappo , prefax. al lib, VII , ed il noetro Scor- 
ila nella $ua Divinai . deir analisi geometrica degli antichi^ distinse le 
lìnee in generi , formando il primo genere dalle sole linee di eecont 
wdine , e seguentemente ciascun altro geture da ogni due ordini suc- 
oeaaivi di curve ( GecmAib. IL j • Ma la divisione in ordini , a co- 
mipciar dalla linea retta, è slata dopo il Newton adottata da' geometri. 

A ^. dal 90 al 9S.— Si riscontri la Geometria di eUo. 

AUe prop. da XXXIII a XXXY. (^. 97 a iOO.) — Queste ptopoai- 
Biooi sono espressamente qui recate dal Pergola , perchè fondamen- 
tali del suo metodo di trat ferimento per la soluzione de' problemi di st« 
lo » di cui fu detto nel prospetto al §• 27 pag.xiy, E di esse vedrasseoe 
l' uso vantaggioso al suo luogo » nella nostra Geometria di sito. 

Alla prop. XXXVI. ($.102 ) e nota corrisp. — Un Ul porisma , 
semplicemente enunciato più particolarmente dal Format , e qui dime* 
strato dal Pergola, si vedrà esteso alle curve coniche , nella prima di^ 
èsrtaiionfi del voi. I. degli Opuscoli matematici. 

Allaprop.XXXVII.(%.iOS.) — In questa proposlaione si enuncia a 

forma di porisma il problema da Pìippo recato nella prop.il7. lib. VII , 

e di tal porisma potri vedersene un'altra elegante dimostrazione nella 

nostra Geomelm di silo. Avvertiamo in oltre che la verità stessa reg* 

gè sempre ancorché i punti dati sieoo dentro del cerchio . o l' uno 

dentro « l' altro fuori ; e che solamente convenga per la dimostrazione 

modificarne il primo passaggio » che dee condurre alla sinsiilitudine de 

b 



n 
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tfìangoli • InUinto avendo il nostro Tradì estesa alle setionì coniche la 
proprietà del cerchio esposta in tal lemma (Memma tu ipoUgimi é* 
scritti e eircogeritti alle curve coniche, tra le Produzioni rriative al prò* 
gratAtna proposto nel 1839 ) , si vede che artcora q«iei porisma dehbf a 
tali curve Convenire . Ed il suo distinto collega prof. Grimaldi vi ag* 
giunse un' assai elegante dimostrazione geometrica , che potri risaoiH 
trarsi in fine delle Produzioni suddette, e verrà di nuovo recata io trat' 
tàr óe' porismi , nella prima delle dissertazioni inserite nel voL I^ de- 
gli Opuscoli matematici . Ma è bene di qui accennare per qual via e- 
gli si fosse avveduto di estendersi quel lemma alle 'curve coniche ; pò-* 
teodo il ripiego da lui usato servir di regola in casi analoghi. 

La dimostrazione di Pappo poggia interamente sull* eguaglianza de- 
gli angoli posti in uno stesso segmento di cerchio ; il che rende tal di- 
tnostrazione speciale pel cerchio. Or il nostro geometra esaendo riuscita 
ad ottenerla per mézzo di altra aflczione del cerchio , che poteva con- 
Venevolmente estendersi a tutte le curve di second* ordine , bm ne con- 
chiuse , che ancora a queste si appartenesse quella tal proprietà é 

AUa prop. XXXVIIL (%.105. ) -^ Questa proposizione è ma con- 
Tenevole trasformazione in forma di porisma della prop. 156. Uh. Vll« 
delle Collezioni di Pappo , eh' è il lemma 30 a* Porismi Eudidii . Or 
Pappo nel dimostrarlo , nel modo che il propone , dovè prevalersi di 
altro lemma , che cita senza indicazione ; ma ben vedesi dover esse- 
re la conversa della prop. 52. TI. Coli. , alla quale diede il CommaiH 
dini nel suo cemento una buona dimostrazione ; sebbene poi si Cmsc di 
nuovo impegnato a dimostrare la prop. 156. senza quel lemma • Maoè 
1 uno nò r allro de* suoi modi di dimostrare sono da preferirsi a quello 
semplicissimo che dal Pergola si è tenuto. 

Al cor. dMa prop, prtc. ( §. 106. ) — L* autore in fine di questo co- 
rollario ne accenna la prop. 21 del libro seguente , ove in forma di /imh 
go geometrico vien riportata la stessa verità., della quale Yede%i ancora 
un' altra esibizione in quella nota della nostra Trigonometria , evo e 
spongonsi i problemi del Regiomontano (cor. al probl.xii. ). 

Alla prop, XXXIX. (%^l(n,) — Il dotto geometra de la Hirt , nello 
tne elaboratissime Sectiones Conicae , riportò tal -proposizione come no 
caso della divisione armonica appartenente al cerchio ^ (tè. /.pr.^. Cd 
«ssa potrebbesi ancora convenevolmente estendere alle curve coliche. 

Atta prop» XL. ed al cor. (%%. 110 e Iti. ) -*- Quest' akra propo* 



Note XI 

iixtooe i il lemnu di Pappo a' porismi Euclidei , ohe fu riprodotta 
dal de la Hire Delle sue Sutùmu €oniea$ ; e costui deDominò armoniea^ 
li le quattro rette tirate da uu punto a' punti estremi e medii di una ret- 
ta divisa armonicamente , appunto perchè ogni altra retta interposta tra 
esse vi rimaneva armonicamente divisa* 

La proposizione inversa poi , enunciata nel corollario , eh* è focile » 
dimostrarsi indirettamente « si potrà vedere presso il de la Hire 
(pr.iSJib.L SectUm. concie,) , come ancora nelle Sezioni Coniche óek 
nostro Cono geomehieo^ o in quelle anahHche del Pergola. E nelle no- 
ta a queste se ne troverà ancora una dimostrazione del nostro prof.Gri- 
maldi con 1* analisi pura ; il che servirà ad un tempo per convalidare 
un tal metodo, e per rilevare al paragone la semplicità , ed evidenza 
della dimostrazione geometrica. 

AUapnpnXLI. $i a' moi cor. {^*U2 a iU.) -^ Si riscontri la Geoy 
meiria di'$iUx ne' ^.àcA 2&i al 28^, e la nota corrispoodeute a questi. 

Allaprop. JLII, ed atto teoi. { §§. Ìi5 . a US. ) — Vedi ìi §,173 
della Geometria di $Uo » e la qota ad esso • 

41 eap. Th — Ip questo capitolo \ autore reca la ridiJizJone del àer 
io algebrico di una retta a geometrico , cioè la costruzione di esso ; Ha, 
che i problemi di primo grado risoluti col metodo Cartesiano risulta* 
Bo geometricamente costruibili , e quelli del 2^ , 3^ , e V^ grado ridu- 
cibili sempre alla loro forma convenevole , per ottwerola corrvipoa* 
dente coatruzìona dell' equazione ad essi^ 
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AUa prop, I, ( §. U8. ) -^ Nelfrìncipjo che ia que«U esponeù twH 
luce già lutto r artifizio dell' analisi di UQ problema , che verri poi pie^ 
oaniente sviluppato nel lib.lll* E gli altri prindpj , che espongonsi nel- 
le seguenti prop. 2 , 3 , b , Si, sono pure relativi air argomeoto dell' a-» 
naliii geometrica , di cui dovri esser trattato neir indicata libro. 

Alla fine del §. 176. -^ Fu questa 1' opinione che della sua soìusioDe 
di tal problema n' espresse lo stesso Newton , in fine del cor .2. /eii».19L 
PrinCntnath. , dicendovi : Atque ita problematis Veterum de quaiuor Un 
neis ab Euclide ineepti , et ab Apollonio continuati non ealeuius [ allu- 
dendo a ciò che aveva fette il Cartesio), $ed ccmpositio gòometriea^ qwk- 
lem Veterei qìnaerebais^t ,in hoc coroUaria exktbetur» Ed il Pergola a*^ 
dottandola nella prima ediiione delle Sezioni Coniche (an.lTSl), recov-t 
vela , e vi supplì la corrispondente analisi in fiqe del lib* IV. Ma poste- 
riormente, avvertita la psirticolarit^ dellA medesima , la suppresse, sert 
bandosi a dare di quel problema una general soluzione da lui gii elabo- 
rata, alla quale afikticandosi ancor lo Scorza, sulle orme segnategli dal 
di lui maestro , pubhlicolla nella sua Divinazione deff Anàlisi jjvoM-. 
irica degli antichi • 

Alla prop, XII. [ §. Ì8S. ) -^ L' altro principia , che rignardandoi 
a* quesiti de* problemi geometrici di sito si propone in «questa proposiv 
9Ìooe , vedesi conpesso con quello che o' ò poi recato nella prop« 1«L 
]ib^ ili. relativamente alla supposizione del fatto ìq tali probjeoii^ 

Al §. Ì93, — Nell'ay vertimento in esso recato ne traluce U uatan^ 
diversa de' problemi ^ e la diversità de' mezapi , che vi si doyranuo ado- 
perare ip costruirli , di che sarà specialmente trattato nel segueota 
libro, e nella Parte li. Ed è pur connesso con tale avvertimento, coaio 
vi si accenna, ììprincipiQ repato nella seguente prop46* (S*2QD.J 

AUa prop.x:jp[.{^.219.) — Vedi (a uoU aH cor. della prop. 3fli. I. 

AVe frop. XXV e XXVI, ( %%. 2^, e 2^7)-- Questi du^ teoremi lo- 
cali, che sono le trasformazioni de' due problemi riportati nelle pr.2.e k 
lib.I, e che, come ai è yeduto nella nota ad esse, corrispondono l' Udo ah 
la costruzione geometrica delle equazioni di 1® grado,raltro a quelle del 
9^,pe mostrano rientrar tali costruzioni nel problema generale aUerttte^ 

Maprop^XXVil[%2p,] U puutaP [fiQ.22Jl} . cm^ 0i ^ (Ì0«(^, 
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è il polo dellA coneoide , la CB , che AbUamo fchtatnata, come i moderili 
u^bo , auiniotì> , tale eif endòne la tiètùra , dagli antichi era detta tv- 
yofo.perchò esso dirige il movinieoto della riga mobile, e Bua tinMrvtU-' 
h costante CA, BG, ac. Ed è poi chiaro , che dato il poto , il ttjefe » 
é r tHfervaUo, possa la descrltiooe di tal carta aversi per Un postulato. 
Intanto dalla stessa definlzibae della concoìde.o pure dalla sua descri- 
zione rilevasi , die Tioter vallo AC possa prendersi sulla PC A anche al 
di sotto del ngoìo CB , come l' è CA' ; ed lo tal caso si verrà » con la 
stesso Uìovimeptò di Hga , a descriver uii*attra concoide rivt^lla ia sen- 
8o contrario alla prìma.£ queste due concoidi si dicono da'modemi runa 
attp^riofe T altra tn/fertors, o come più piacque all'Eulero siterìore l^iia» 
f'nieKof^ rallrét Ma siccome il punto A' può cadere o tra P* e G, o in P 
a dirittura, ancora al di aotto di P, come Tè A^> cosi vedesi.che qv»- 
^ta concoide i^feriort risulta di triplice forma, mentre di una sola è sem* 
pre la àuperiore ; essendo nel primo di que* tre casi affatto simile alla su* 
periore.ma rivolta, còme si ò delto, in senso contrario ; nel secondo di 
essi avendo Uha forma cuspidata nel polo P, e nel terio presentando M 
nodo nel punto A**, fid I geometri moderni • Voleudo coòsiderarla sono 
obbligati a distinguere questi tre casi ; noU cosi gli antichi » i quali 
considerando cbe fcou lo stesso movimento di riga descrivevansl ad un 
tratto la concoide superiore » e le (re forme d' iblbriorì , le distinsero 
però co* pomi di prima , seconda » tena , qwiHa. lì che abbiamo Volu- 
to notare , per chiarire il luogo di Pappo [pìropnSUJK)^ ove dopo aver 
detto essere Itàta una tal curva escogitata da Nicòmede per la duplioa-* 
yione del cubo, ed aver assegnata di essa la descHilohe, conchiude : li* 
nea ikro . . • voceiur àonchoideè prima .' 9Mm tt ucunia , èf ìerHa , eC 
quarta txponitur; guaè ad alia theoremata uliks suM.lR notisi chePap* 
pò, conchiudendo io tal modo, dovè iver presenti alcune delle ricerche 
Delle quali le altre tre Specie di concoide erano utilmente adoperate : di 
che non rimangono vestigia • E ciò basU per ora su tal curva , che do* 
vremo altra volta considerare , per vederne 1* uso che ne fecero gli an- 
ti^hi , e quello che le hanno voluto attribuire i moderni : U che non sarà 
certamente superQuo anche per distruggere, come a noi pare» un qual-« 
che equivoco » nel quale questi sono caduti^ 

AUa prop. XXYIII. ed al cor. 4 di essa (§§. 239, e 234.) — La de- 
scrizione meccanica della cissoide data dal Newton , e l' altra per pun« 
ti secondo gli antichi indicano che tal curva debba aver due rami cu« 
spidaimente riuniti in B [fig>24.'] , formando come una punta di edera, 
da che ne venne ad essa il nome di cissoide , dalla voce greca iìì(5(Sos 
€fhra ; del pari che ai era detta concoide la precedente , perchè a fòr* 
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ma di iùnea • Gli antichi bì mostraroDo aMai più aUeolt nèiraiiriboire i 
nomi agli oggetti geometrici che coqsideravaoo, cercando sempre di da* 
re nella Toce stessa V indicazione della forma , o qualità della cosa • 
Q almeno la corrispondenza del nuovo soggetto coq altro gii (conosciuto 
Cosi dissero tpiraU « qucLdralrice , e pure conoide , sferoide , «e. Baste* 
Febbe quindi la sola deoomioa^ione della cissoide a mostrare che gli 
antichi ne dovettero conoscere i due rami , e non un solo « come eoa 
poca avvertenza si lasciò dire il Montuola (mst^des Maih.xAlJ^.34) ; 
quando anche non vi fossero altri argomenti a dimostrar falsa la sua 
proposizione, de' quali uno evidentissimo neoflVe Proclo dicendo: Cum 
aiilem eiaoidee , hoc eet hederae iimUes lineae , od unum eoeuMee ti* 
gnum,sieui hederae folia (illiue nam denominationem habuerej augulum 
fecerifii •••• Ma aqche più male avventurata è la ragione eh* egli ne ad« 
duce soggiugnendo subito dopo ; perchè non fu {oro nota la naiura in- 
tima delle curve. Ed egli che era molto internato nella lettura delle o« 
pere degli antichi dovè non ricordare il luogo di Pappo che va innanzi 
alla prop.SlJV.CoU.i ove parla d* interi trattati per linee a doppia cur- 
"vatura , eh' ò ben più difficile considerare» composti da Demetrio Ales- 
sandrino e da Filone Tianeo, delle quali curve egli dice che : multa et 
udmirabilia simptomata continent ; il che mostra che |ie dovettero seni* 
lare le proprietà , e però penetrarne la natura « Soggiugnendo in oltre » 
che per talune di queste da geometri prossimi in tempo a lui» che cfaia^ 
ma ttfiitores : dijnae eseistitnatae sunt , de ^uHm lon^ eermo habere- 
tur • E continua poi a dire ; Una autem aliqua eo? ipsis e$t , quae et adt 
mirabilii a JUendao appellatur ; il qual nome non poteva 4orivare che 
dalle speciose proprietà sue . Passa quindi ad enumerare le eliche . la 
quadralrici, le concoidi e le ciaoidi. Che forse abbiamo da* moderni trat- 
tato più compito di quello di Archimede per la sola spirale di Ckmonet 
E se non ci sono giunti i trattati da Dinostrato , da Nicomede» e da 
Siocle composti per ciascuna delle altre tre curve , non ò della retta 
critica r asserire che costoro non ne avessero peqetrata la. natura , e 
discusse le proprietà » 

Alla prop.XXIX.(^.2S6.) — Questa hcilissima maniera di compren^ 
dere in una sola proprietà generale tutte le linee nascenti dalla sezione 
di una superficie conica con un piano, e dalla quale facilmente ottiensi 
Tequazione caratteristica per ciascheduna di essoi è nuova ed ingegnosa. 

Alla giunta alcapJY.(§l^,243fa 253.)-^ Per la stessa ragiona di tro- 
varsi tali curve trascendenti , cioè la spirale e la quadraxrice^ adoperate 
dagli auticlii nella costruzione di taluni problemi trascendenti, e lo stes- 
so praticato da* moderni eoa la tifMdfi (rad'Icanaiateva il Fergpla tra(- 
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tato di esie in questo Inogo: e noi abbiamo alla meglio topplita aHa di- 
peniooe del suo MSS. , come nella prefazione si è accennato ; ondò 
troTarci preparati questi mezzi nel trattar di quelli nella Parte II. del 
presente trattato. Intanto per rischiarare ciò che Sta detto nel %, 257* 
qui soggiugneremo, che se la velocità con la quale il punto D [/.29.//.] 
aggirasi d' intorno all'altro C • nel rivolgersi che fa l'angolo retto DCR 
intorno a questo • non pareggi quella con cui scorre un tal punto lungo 
)a CG, ma le serbi la ragione di m ad n ; dovrà risultarne anche 1* arco 
AE alla corrispondente retta NE nella stessa ragione ; e quindi sari 

KE =: — AE ; e r equazione alla trocoide descritta in questi casi sarà 

j = V ( 5^ — «* ) + ^r«.sen.V(2ra? — «•) 

£d essa corrisponderà ad una cicloide accorciata o aUungata , coma 
aoglion dirsi , secondo che m sia maggiore o minore di «• 

Al cap. V. del lib. II. — Secondo accennammo nella breve preCszio^ 
ne al presente trattato dovevamo qui esporre taluni luoghi geometrici 
alla retta ed al cerchio algebricamente espressi ; di che già prima si era 
fatto convenevole uso da* moderni analisti, e principalmente dall* EulO" 
ro , dal Cramer, e poscia' resi di un più frequente maneggio nelle ricer* 
che geometriche dal Lagrange , dal ìlonge e dal Lacroix , hanno finito 
per costituire un metodo elementare algebrico-geometrìco , per la riso* 
luzione de problemi. Or in cid fare , con quella brevità che convenivasi 
al nostro trattato , ci siamo pel cerchio estesi un poco più , esponendo 
alcune principali proprietà di esso già elementarmente note , a soloog« 
gette di stabilir sempre la corrispondenza tra* due metodi algebrico , e 
geometrico, e dare a quello maggior consistenza, aflbreandolocon Tevi* 
denza e la persuasione che portan seco i ragionamenti di pura Geometrìa 

Kello stabilire i principj di questo metodo abbiamo ancora severamen- 
te avvertito, a non trar conseguenze da que risultamenti algebrici, che 
a ricerche geometriche dovevano corrispondere i quando tal corrispon- 
denza non fosse manifesta ; nel che osserviamo essersi peccato da ta- 
luno de* moderni istitutistt di esso • Abbiamo poi serbato n^lle ricerche 
esposte uno stretto nesso geometrico, e messo ogni studio nell' eleganza 
di esse, come in ogni altro trattato puramente geometrico si sarebbe taX^ 
to. Ed in tutta Tasposizione delle proprietà locali di una retta, e di quel- 
le che da esse derivano , non abbiamo improntate dalla Geometria ele- 
mentare , che le sole nozioni delle parallele , della natura del triangolo 
per gli angoli, e di quella del triangolò rettangolo pe* quadrali de* lati , 

e de triangoli simili ; e dalla Trigonometria le pure , e semplici definii 
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xiQni 4elU linee IngonomoWohe , e de' loro segni , da che tfè risaluto 
un mexzo da escludere qualunque idea faradot$alt di srto ne] fissare i 
segni per le diverse coordinate alla retta, ed al cerchio; ed appena qual- 
che principio fondamentale . ed elementarissimo di tale scienza . Come 
ancora , nel traltatino delle proprietà locali del cerchio , e di altre da 
ease dedotte , ci è stata bastante la soli^ definizione di questa curra. 

A%%'àa 21Sa S75.— Volendo verificare Tequaiione a ciascuna delle 
rette indicate in Uli §§. , per tutt' i punti di essa , si al di sopra , che 
al di sotto dell* asse delle a: , si dovrà tener conto non solametito della 
grande^^a delle coordinate , ina ancora del segno che loro conrispoDde 
per le precedenti considerazioni. 

Jà SS- ^'^^ ~ Treviamo in qualche istituzione nioderna di Geom^- 
i^ anaWtea filetta V equazione di cui qu» trattasi , col semplice- 
mente sostituif neir equazione (p = *4P + * le coordinate a, , ^ invece 
delle a; , y « e sottrarre poi la nuova equazione dalia precedente ; il qual 
modo di dimoslrare noa è afiatlo eonciudente. 

Al S* ^^^^ '^ Trasportando Y et nel secondo membro , e praticando' 
y\ mi* o^^ia riduzione, r equazione ottenuta riducesi nell* altra forma in 

cui conviene talvolta adoperarla y = ; » t , ■ 

4( %.^8i.—Vei\\ì^z\onò di condizione qui dedotta,si vedrà in appressa 
4i attànt^ utilità riesca nelle ricerche fatte per mezzo di questo metodo. 

Ai %.ÌS7. QuesU altri due valori delia VU \fig.SìJl'\ , elle vifa^oo- 
DO utilissimi in molte ricerche , non trovanai rilevi^ti nelle eoiauai ì4h 
tuzioni di éreomsfria anàHHta. 

ÀI S* ^9» -^ \À equaa ione di condizione per tre rette , che riun»- 
aoottsi ip un punto ?ra pur necessario farla rilevare , riescendq essa uti- 
lissima in molti oasi ; e dovendocene servire come foi^damento della co- 
atruiìone di op* equazione compleasa ad ivia retta ( Y^di cap. seg. ). 

41 S* ^^^^ ~ ^ì osservi cen quanta faciltà , e chiarezza, usando no 
principio sepiplicissimo , ed elementare di Geometria « si ottenga l' e^ 
qiiazione della perpendicolare ad una retta di sito. 

Al $. 29€. — L'espressione pltenuta per la lunghezza della perpea- 
dieolare » derivando dall* estrazione di radice quadrata dair altra 

( ^_jto — &)* 
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Ti 01 tTrebbe dotato prefiggere il doppio fogno ± ; dò qoq osUaIo li 
è ritonota eoi solotegno positivo , per iodicare , che in tal modo oon- 
Tieoe tempie adoperarla » giacché alcun significato non può avere l' al- 
tro valor negativo di essa , dalla quale ambiguità rifugge iateramento la 
Geometria • trattandoti in tal problema di dati ài nlo che non hanno al- 
tri determinanti , eh* etti medesimi . 

Adunque quel doppio segno ± non deve avere altro uto che a ren- 
der positiva queir etprettione; dovendo adoperarsi il tegno -|- se da* 
dati del problema risulti to -f- k > di ^ , il segno — quanto volto 
ne risolti minore • Laonde converrà premettere all' uso di tal for^ 
mola una ricerca per quest* oggetto , come si vede praticato nel pro- 
blema proposto nella prop. 7. cap. Vili. ( %. 380. ) . E questo espe- 
diente abbiamo giudicato preferibile , come più sicuro , ad una regola 
generale sulla posizione del punto rispetto alla retta , ed ali* asse delle 
ascisse , che troviamo recata io alcune opere di Geometria analitica di 
distinti geometri moderni , e che non sembraci esatta • o al meno X è 
assai oscura , ed atta ad indurre io equivoco. Intanto non è fuori pro- 
posito » che a spianare la via a questa ricerca e* iutrattenessimo in un 
qualche esame di tal formola , dal quale resti ancor meglio dichiarato 
r andamento del problema cui corrisponde. 

Or se riguardisi al denominatore di essa formola, si vede chiaramen-i 
le dinotare la segante deli' angolo in cui la retta alla quale tirasi la per- 
pendicolare incontra l' asse delle x ; e però , che 1* espressione delia 
perpendicolare , che dal punto dato si tira ad una retta rappresentata 
non per se medesima , ma per la sua equazione , ne tragga s jco 1* altra 
di quella alT altra retta , che partendo dal punto stesso d* incontro con 
r asse delle x , gli s* inclina nell' angolo sopplementale della preceden- 
te : sicché tali perpendicolari sieno due , come pur due sono le retto 
eorrispondenti sulle quali debbono abbassarsi. 

Di fatti , per veder ciò geometricamente » suppongasi, per chiarezza 
maggtore, passare la retta AN Qlt/.i.iV] pel principio A delle ascisse, e 
aiaAN' la retta sua suppleroentale , cioè tale che 1* angolo N'AX sia 
supplemento dell* altro NAX ; e dal punto P dato cada suir una AN It 
perpendicolare PR » sull* altra AN' la perpenditt>lare PR' • Da P si tiri 
alla XX' la perpendicolare PB » che incontri le AN , AN' in R', B"; sa- 
ri 1* angolo VAB uguale air altro F'AB , e la BB' = BB" . Ohe però 
indicando con 01 , j9 le coordinate AB » BP del punto P , si avrà BB* 
= BB" =»flt,equindiPB' =/3 — te, PB» = /3H-te . Laonde 

avendosi da* triangoli simili ABV. B'PR. PB"R' 

AIV AB \ ^^ • ^^ 

C 
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9i avrà ne' loro simboli rispettivi 
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V(l+*.):l::^ ^ ^ * + *' > 

Le quali due espressioui corrUpoudono , e dichiaraiio il ragiooamen* 
to che di sopra si è fatto . 

A §$.299 n 301. ~ Nel §. 299. abbiamo esibita r equazione alla 
retta indinata all' asse delle x in un angolo 9 . quando Y angolo degli 
^ssi fosse ò , mostrando che in tal caso il coefficiente k della x venisse 

, sen. <p 

espresso da — — ; ; e nel seguente §. 300 abbiamo detto che 

sen. [6 — 9 J ° •* 

sarebbe stata cosa facile modificare questa equazione alla retta per assi 
obbliqui pe' casi stessi considerati per gli assi ortogonali dal §.^79 al 
296 , recandovi solamente per un esempio ( §. 301 ) F espressione ana- 
loga al §. 285 . Ed ora per togliere anche il fastidio di eseguir taK 
modificazioni occorrendo le recheremo qui appresso . E perchè non si 
equivochi tra le due consìmili equazioni ft'lla retta ne* due sopraddetti 
casi, quella più generale sulla quale ora opereremo la dinoteremo per 

y = Ko; -f H 

che però sarà (§.290.) 

K = ^"'^ sen. <p 

sen. (0 — <j> ) sen. cos. <p — cos t sen. ò 

sen«9 
.^ cos. 9 tang.9 



sen. 9 aeo.d — tang.<p cos.* 

sen.e COS. 6 

COS. <p 

e però 

K sen. d — E tang. 9 cos. 6 = tang.^ 
che risoluta riguardo a tang. 9 darà 

. . K sfìii.* 
tang.cp = 

1 -f Kcos.d 

D' onde risulta» che essendo lo stesso il valore della K nelle eqoaiìo- 
ni a due rette riferite a*medesimi assi , debbano queste esser fra lorp 
parallele , come si verificava per gli assi ortogonali ^§.277.). 

Ciò premesso : 

P Sarà facile rilevare , con Io stesso ragionamento de' §§. 279 e 
283 , che V equazione a tal retta quando passi pel punto delle coordina" 
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le » • /9 sta , analegameole a quella del $• 279 , espressa da 

y— /3 = K(aj — «) 
E r altra di quella » che passi ancora pernii altro punto delle coordina- 
te fll^ /S' sia 

• » — d» 

IP E per la parte di essa interposta tra tali punti , se n* ò> data \ e.*, 
^pressione nel §. 301. 
lU^ Or sieno analogamente al §. 288. 

y = Ka: + U 
y = K'a; + H' 
le equazioni a due rette riferite a* medesimi assi obbliqui , che non Wr^ 
Bendo parallela , perchè sono disuguali i coefficienti della x , debbono 
però incontrarsi ; si ayraono , con lo stesso ragionamento del suddetto 
S . « le coordinato del punto d' incontro espresse da 

H' — H KH'— K'H 

K — K^ ^ K — K' 

£ si potreblie similmente al %. 279 oltenere l'equazione di condiziona, 
per tre rette che s'incontrassero in un medesimo punto. 

IV^ E dal §.290 si rileverà bcilmente, che per ottenere la tangente 
dell' angolo in cui s' inclinano tali rette basterà soatituire nell' espres^ 
sione ivi rinvenuta 

invece di ft , ft' le tangenti degli angoli in cui incUnansi tali rette all' as* 
se delle x , che soqo espresse rispettivamente da 

lEsen.O K'sen. S 

l+K cQs. a r+KTcosTo 

da che si troverà per la tangente dell'angolo formato da quelle due rette 

(K — K^lsen.d 
~ l + KK' + fK + K')cos.d 

V^ Che sé un tal angolo fosse retto, la sua tangente essendo infinita , 
il denominatore della precedente formola sarebbe zero • E però la con- 
dizione che esprimerebbe esser l' una di esse perpendicolare ali* altra^ 
sarebbe 

l+KK' + (K + K';co8.e=o 

la quale nel caso degli assi rettangolari come nel §.^3 , per esaere al- 
lora cos; S =2 , ritorna ad 

l + *il'=;o 
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yi^ Airendosi dall' equazione del nam^ro precedeoto 

1^1 T + K eos.<> 

1* equazione della perpendicolare alta retta 

terri in generale espressa da 

1 + Kcos.s^ , 

^ K.+CO8.0 

VII* E laddove questa perpendicolare passar dotesse pel punto 
( «, jf ) » la sua equazione sarebbe 

^ l+Kcos.6 

YIIF.Per ottenere poi la lunghezza della perpendicolare VPlf.2.N]p 
che dal punto B delle coordinate BC ( /3 ) , CA ( ft ) riferite agli assi 
obbliqui AY , AX tirasi sulla retta LE , la cui equazione riforendola 
a' medesimi assi sia 

eheperò la sua ordinata GC corrispondente air ascissa AC ( » } risulta 
uguale a Ka-f-H, ò facile vedere , chela BG essendo uguale a 
± (BC — CG) , secoodochè il punto B si trovi fuori , o dentro V ango- 
lo PLX , venga espressa da 

±^^-{K»+Il)^ 

Ed essendo nel triangolo BGY' 

BG : BY' :: 1 : sen, BGY' 

•loò ±^j3-.(K»+H)^:BY'::1:«bY*— <p) 

li avrà 

BY' =s± / ^ — CK» + hA 8en.( »- ») 



Ma poiché K=~ ^-_;;^^ .,ih,^.(,^,)^ ^f . 
Quindi sosUtaendo avrassi 

(^—(K « + !£)) sen.» 
BY' = ±.J '^ , 
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dftfakit a doppio Mgiio a render sempre poeitif a mui tale eepresiioiie. 

jU C«p. VL -— La rioerea qui ehianmente espoeta manca io tutte le 
islitetioQi di GiotMkria umaUika ; ed ò stata però eagione di smarri- 
nento anehe per esperti geometri , per boo aver saputo deciferare un 
arlifixio cosi sempliee io trovarla adoperata da'modemi ansUsti alla co* 
alnisioiie di alcun problema, tal che , per un esempio, nella soluzione 
daUdsl Gergonnedi quello d* ùmWs in una suroa sonica «m triango- 
lo co* Mi tsndsnit n fwHt doli (Vedi il Voi. VII. Annoisi dei MalU- 
fMliqu$i aB.1816 , e le Con$id»raxhfiU g§tmnU su in iiffeUi frobU- 
mi proposti nel programma di essi pubblicato nel 1839. ) 

Gli esempi che abbismo addotti a rischiararla sono sufficienti allo 
scopo ; ma chi Tolesse tedeme ancor altri più complessi • potrà riscon- 
trare ropuscdo del sig. Tnidi su i fcfc>Nii ifsrini s cwea$eriui alU 
cures somdbs con dols eondisioni «pubblicato in seguito del program- 
noa suddetto. 

M Cap.VII. a'S. da 8i8aSS8.^ L'ordine piuttosto geometrico, che 
abbiamo tenuto , onde perrenìre dalla semplice definizione gii nota del 
oerchio aUa sua equazione generale , non solamente ha resa evidente 
I*6Sibiiione di quests; ma nel cammino per essa ci ha già somministralo 
due proprietà essenziali del cerchio. Finalmente non abbiamo tralascia- 
to mostrare nel %. 830 il modo di poterla ottenere ad un tratto, senza 
pervenirti per gradi , da che non si ha alcun risparmio , dovendo rilare 
lo stesso cammino retrogrado, a fin di assegnare le equazioni particolari 
al oerchio delle quali eontinnamente occorre usare nelle ricerche alge- 
brico-georoetricbe , come vedesi eseguito dal $. 323 al 335. 

Non possiamo approvar poi dò che suol fusi , di presentare innanzi 
a* gjiovani geometri l'equazione generale di second' ordine a due indeter- 
minate , come dinotante già una linea curva , per indi ricavare dalla 
modificazioni eh' essa può ricevere le q>ecie di quella . Ese coloro me- 
desimi , che cosi fumo , credettero necessario mostrare , che T equa- 
^ooe di prim' ordine derivi da una proprietà della linea retta ; quanto 
più correva ad essi l' obbligo di tsrio per questo primo ingradamento 
alle linee curve . 

Posto ciò abbiamo con faciHà , e brevità grandissima recate tutte io 
affezioni del cerchio elementarmente dimostrate da Euclide nel libJII ; 
la qual cosa conveniva lare , ù perchè la cognizione di tutte quelle ve- 
rità era necessaris, e si ancora onde apparisse sempre la corrisponden- 
za tra r un metodo e V altro , e si giudicasse da' rìsultamenti , e però dal 
faUodel modo di adequatamente adoperarli , Imperocché sono i metodi 



XXII Nòte 

gli strumenti che il geometra adopra per riuscire con tutta h perfezio^ 
pe che richiedesi tu una qualche ricerca ; e siccome ad iodustre fabbro 
aconverrebbe il voler tutto ottenere col solo martello , o eoa la sola, li- 
ma, con qualunque altro solo istrumeoto dt sua arte ; ma tal volta gHr 
conviene adop«srar Tuno, talvolta l' altro, e spesso l'uno e laitio accop- 
piare alla perfezione del lavoro ; cosi pure deve usar de' metodi il aa* 
piente geometra. Questo eselusivo potere e preminenza , chedaaleu* 
no vuole darsi ad un metodo più che air altro, è una puerilità sol degm 
dì chi non conoscendo che appena quel solo» none nel caaodi gndìca* • 
re del valore degli altri • 

Nel dedurre con tal metodo le proprietà elementari del cerchio , ab^ - 
bismo avuto ancora un altro scopo , cioè quello di persuadere col fatto» 
essere una sciocchezaa imperdonabile di taluni a^dl d* oggi , che gli £- 
lomenti geometrici si potessero in simil guisa comporro » per istitoir- 
vi la gioventù con metodo puro analitico • Oertamenta » che in nes- 
sun libro di moderna Geometria analitica si vede 1* argomento del cet^ 
chio si prolungato , e trattato con tanta chiarezza ed evidenza , quan- 
ta noi ve n' abbiamo posta.Ma pure chi non vede la mostruosità di pre- 
nettere alle verità elementari di Geometria pel cerchio i principi di Tri-^ 
gonometria , che da quella debbono dipendere ? e chi potrà omì coo-^- 
cedere , che si assuma in Geometria , che una quantità divisa pel un 
pareggi l' ìnCnito . E se quest' Idea paradossale delf infinito tanto tor- 
mento ha dato a* geometri, per non potoria eliminare dalla natura dello 
parallele » vorremmo obbligarci a farne un uso più frequente, e corna- 
ne in tatt' il testo della Geometria elementare , facendo perdere a que- 
sta il carattere di chiarezza , e di rigore che V è proprio » per formarne 
la base della istituzione matematica , e che tanto si anunira da' sapienti 
nelle opere di Euclide , e di tutti gli antichi geometri . E si vorrà e- 
ziandio trasportar nella prima istituzione geometrica tutte quelle nozio* 
ni , che r Algebra ci somministra , ed alle quali il nostro spirito aiae- 
quota appunto perchè da nozioni geometriche precedentemente bene 
atabilite ne viene convinto , e rischiarato «La Creometria si Tersa nel* 
campo di cose reali , né mai ha riconosciuto , né può giostamente rico* 
doscere , ed ammettere coasiderazioni sugi' immaginari , che non sono 
più grandezze, e però interamente aliene dal suo o^tto. Essa ne' prò* 
Memi non ravvisa che possibilità, ed impossibilità ; e questa o gli vie- 
ne manifestata da un* attenta considerazione su i dati, e le condizioni del 
problema precedentemente alla soluzione di esso , il che costituisca 
quella determinazione, che precede V analisi geometrica de\ problema , 
pure dal risullamento di questa , eh* è un' altra specie di determina^ 
:Lione ^ o finalmente dalle intersezioni dello linee^. che il costniiscono. • 
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Vonemmo danque privarla di oo d gran pregio insito ad essa , ede^ 
qaale abbiamopoi biaogno a persuaderci di qne' risultameDti immagina- 
ij de' problemi , che eoo X uso delT Algebra ottengoosi T Ma in oltre , 
come si larà mai a persuadere le menti de* giovani principianti , che 
potè opeoaiooi aritmetiche dieso luogo a conseguenze , e verità geo- 
metriche ; mentre in essi tal persuasione può solamente ottenersi col 
Tederò , quando sieno stati ben fondati nella Geometria » la corrispon- 
denza di que' risultamenti alle verità e costruzioni in questa apprese . 

E ciò basti per l' uso elementare , che da taluni idioti io Geometria 
ai pretende poter fare del metodo algebrico puro : ritorneremo poco 
appresso a discettare sulla forza , ed energia di un tal metodo » come 
mezzo di ricerca nelle cose geometriche , a fin di definire quando . ed 
in qual modo debba utilmente adoperarsi. 



^' SS* ^*^ ^ ^^' "** ^ maniera che abbiamo tenuta ne* SS- 9ST, 
e 332 per assegnare la tangente al cerchio . per un punto dato sia nel- 
la circonferenza , sia al di fuori del cerchio , è semplicissima e rigoro^ 
«a • Non cosi il modo adoperatovi dal dotto matematico francese Puis- 
.aant » il quale cadde au tal proposito in un equivoco ( Propoi. de Gèo* 
mitrie S* i7« ediz. dU i80i ) , dal quale , poichò tfnpwrwm hommum 
4iiam erroia docanl , come ben dicea il Leibnitz , a suo luogo trarremo 
argomento di utili considerazioni. 

. Jn oltre la riduzione , che abbiamo data dell' equazione alla tangente 
il cerchio nel %.Wli , ci ha condotti nel seguente S* 329 ad una facile 
costruzione del problema , e ne* SS-330 , e 331 a due proprietà di tal 
langente t per mirnso delle quali la eostruzione del problema di tb* 
rar la tangente al cerchio per un punto dato nella ciraonterensa o fuo- 
ri di essa riesoe elegantissiffla ed elementare • 

- il*S$* ds 838 aito. ~ L* importante ed elementare proprietà del 
cerchio, risultata dal S«336, e che costituisce un degli ovvj luoghi geo- 
metrici ad esso, necessario all' analisi ed alla composizione di molti pro- 
blemi , e dalla quale ne vengono chiaramente e con brevità dedotte al- 
tre di pari importanza ne* SS* ^' ^37 al 340 , non vedesi recata » per 
quanto uè sappia , in alcuno de* trattatini di Geomtiria analitica . 

E volendo per via più diretta pervenire ad ottenerla , propongasi a : 
DéUrmimmnU luogo dé'veriiei d»* triangoli posti tu di una 9tei$a ba^ 
te , td atènii lo ttetto angolo ttrtieale ; vai quanto dire , che abbiano 
la medetima tomma degli angoli aUa bate. 

Pongasi la base di essi triangoli = a, e s* indichino con k la tangen- 
te della somma degli angoli adjacenti ad essale con t, t' le rispettive di 
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Man di qqeiti ;aarà 

Or dinotino « , f le coordinate ortogonali del tertlce di nn dlqoe* W- 
aogoli rapportato alla baw , e ad un Mtremo di questa ; l« equazioni 
corriipondenU a' lati del triangolo saranno 

• da esse eUminamlo la t riiulterà 

•be yedefti appartenere al cerchio , e coatruirai nel aegnente modo : 
Air un degli eatremi A della rotta data AB [ ^.3S.] n ooatiinìaca t 

angolo BAZ la cui tangente sia -j^, cioè che aia compimento a due 



ti della proposta somma costante degli angoli alia base de* Iriaiigoli , • 
dal punto medio B della AB le si tiri la perpendieolare BO fino ali* in* 
contro O con la perpendicolare tirata dal punto A alla AZ ; 3 eerdito 
descritto col centro O e col raggio AO soddisferà air equanooe pio- 
posta , e quindi al problema • Ed è manifesto cbe il centro di eaaa 
cadrà al di sopra o al di sotto della AB , secondo cbe la K sia posiinrm 
QiBgatiya , cioè r angolo cui essa corrisponde sia acuto o ottuso. 

E questo procedimento di analisi analogo a quello tenuto per inci- 
denza dal Pergola nella noterella a pie di pagina del $.167 delle Smons 
conicfts oMliHékr potrebbe del pari adoperarsi per la data diiSAre»- 
za degli angoli alla base . nel qual caso la locale è un' iperbole » come 
dagli Elementi conici è pur noto . Intanto il commendator di Niew- 
port , neir appendice al suo trattato daUs ayiiazìont a diffmmx^ parla- 
li » impiega più pagine in h9 per risolTere un tal problema col metodo 
a coordinate ; e par Teramente eh' egli abbia messo ogni studio in in- 
tralciar la Tia di una ricerca si semplice ed elementare • 

Il Newton proponendosi quel primo problema nella prop. hi dèBa 
sua ArUh. Univ. pervenne in risolverlo ad un'equazione biquadratici, 
dalla quale ne ricavò , scindendola ne' suoi due (attori di secondo gr»- 
do , r una al cerchio pel caso proposto , e r altra air iperbole per quel- 
lo , come si è detto , della differenza data degli angoli alla base • 

Àl%. Sii. — La ricerca del S* ^^1 potrebbesi ancora ottener laeil- 
meote nel seguente modo. 
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Preso per asse delle ascisse , come sempre si può , la retta che pas- 
ta pel centro O e pel punto dato V [ /i^.rT.AT.] , 1* equazione a Ul retta 

sarà y = a ( a: — ft ) 

• quella della perpendicolare OD ad essa pel principio delle ascisse 

sarà y = « 



e però la perpendicolare OD = 



a 



Ma è CD» =z= CO» — OD» =r» — 



a'flt» 



l+a» 
PD« =r PO' — OD» = a*— 



1+a» 

Quindi ± (CD» — PD») = ± ( r» — ** ) 

cioè di costante grandezza, e precisamente quanto BPA» 

A ^ia 3i6 a 356, — La soluzione del problema recato nel § . ShS 
ci ha condotti nel seguente ad una importantissima proprietà locale del 
cerchio , dalla quale molte ricerche sul medesimo risultano immanti^ 
itente dichiarate . E noi abbiamo però voluto dedurne V altro teorema di 
non minor rilievo' esposto nel §. 350 » e poi tutti quegli altri , che veg- 
gonsi nel $. 355. Di che mancano le ordinarie istituzioni di Geome- 
tria analitica • 

' Al%.S4S'— Yolendo stabilire l' equazione 

uy -^ tx =: r* 

» 

senza rksorrere all'induzione ivi adoperata, basterà avvertire.che doven* 
do la retta da essa rappresentata passare pompanti (o^.y') , {oc",y") debba 
venir espressa da un' equazione della seguente forma ( S§*^^^» s 283.) 

»-v=|?r:57(«-»') . (1) 

y* — v" < 

Ma "^ — r^* = — — , come si ha sottraendo 1* equazione 

i«y« + <a^ = r» 
dair altra «y* + ta:' = r» 

Adunque eseguendo tal sostituzione neir equazione ( 1 ) » essa diverrà 



y — y'=-— (a? — a^) 



d 



r 

i 
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cioè uy-^- ixszu^ + taf 

Eperò^sendo i*^4"**' = <'* 

larà ancora uy -^-tx zizr* 

L* argomento esposto id questo problema , e ne' teoremi che il 9e* 
guono trovasi ancora trattalo nelle Sezioni toniche analiiiehe del Per- 
gola ( Vegg. la nota a' §§. 145 , iU, 295 , 296 , 376 , 377 ) , ed in 
quel! e geometriche (Si riie^ntri la nota aU$ propJ€* 1, 2. 11^ 32JIt 
del tol .11 1, del nostro Cono geometrico . ) 

Al Cap.Yni.—Alla propJ.(% 358 a 361) — Il Puissaot ebbe bisogno 
t)i un lungo calcolo per la soluzione di questo problema , e di premet- 
tervi come lemma le verità , che al nostro modo di trattarlo ne souo ri- 
sultate incidentemente ne' §§.360 e 361 , e che rendono il problema di 
una più elegante costruzione • Intanto non sarà fuor di proposito dì qui 
porre a conrronto della soluzione algebrica recata la seguente altra geo- 
metrica, premettendovi il lemma, che quMe tre eongiungenti $' tnlene- 
gano in un medaimo punto, ove ciascuna rimane divisa nella ragione di 
2 ad 1 idi cui eccone la breve , e facile dimostrazione. 

Si unisca la retta £F [ figJ.NJ] , che sarà parallela a BC (2.£I.F/. ) 
• metà di essa ; però anche la DO sarà doppia di OG , e DG tripla di 
OG, e prendendone rispettivamente i doppj risulterà AD tripla di DO. 
Che se le rette BF, CE incontrassero la AD, 1* una in 0, l* altra in o , 
sarebbe AD tripla di due rette disuguali DO , Do . Quindi necessaria- 
mente le BF , CE debbono intersegarsi con la AE nello stesso punto 0. 
Ciò posto ecco la soluzione elegantissima del proposto problema. 
^ Essendo date le due rette AD , CE , saranno ancor date le AO , CO , 
^che ne sono rispettivamente le due terze parti . Ma è pur data la FO 
s^ </) BF. Adunque sarà data la AF (B. El. IL) , e quindi 1* un lato AC 
dei triangolo • E lo stesso per gli altri* 

Atta prop, IL ( §. 363. ) -^ Ottenute le coordinate dd punto E 
[fìg,42. ] , e quindi la AE , la costruzione del problema si potrà anchi* 
cflettuare elevando da E alla AE la perpendicolare BEC, ed applicando 
neir angolo ABC la perpendicolare data KD . 

Ma un tal problema risolvesi geometricamente nel facii modo che 
segue • 

Essendo simili i triangoli ACF, BEA [fig.S.N.li i^^ ^^ '^^'' ^^ 
: CF ; ed è però data la ragione di AB : AC . E similmente si rileverà 
data quella di BA.BC ; sicché il triangolo ABC risulterà dato di specie 
(§.60. } . Laonde costruito il triangolo 6Ac con la data proporzione 
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de* lati , a tirata full* no di essi la perpendicolare A il , si tagli da questa 
la AD uguale alla corrìspoodente altezza del triangolo cercato. : con- 
dotta per D la BG parallela alla he , sarà ABC il richiesto triangolo • 

Al $. SSe. — La verità qui esposta dimostrasi geometricamente nel 
seguente modo • 

I due triangoli BOD , ÀDC [fig.5.N. ] sono simili fra lora , perchè 
entrambi simili ad AOE ; e però sarà OD : DB :: DG : AD, ed OD X AD 
= DBxDC • Or se 1* altra perpendicolare CF intersegasse la AD nel 
punto o diverso da 0» risulterebbe ancora oDxAD = DBxDC:=: 
ODXAD, Dunque se. 

Al §. 3S7. — - Allorché sono dati di sito tre punti , il triangolo che 
si ottiene congiugnendoli è geometricameote dato (§*73) ; ne t* ha biso»- 
gno di altra ricerca per ottenerlo • Ma per gli usi della Geometria ana- 
litiea a coordinate occorre taWotts 1* espressione dell'afa di esso in 
funzione delle coordinate di que' punti : ed è «questa la ricerca algebri- 
camente trattata nel presente problema • Si vede da ciò , che usando 
questo metodo ancora i dati che non hanno bisogno di determinanti » 
perchè determinati in loro stessi (cioò efeilici ) » convenga esibirli me- 
diante quelli ; il che non può che complicare la soluzione de' problemi • 

AUaprop. F. (§• 370. ) — Nella Trigonometria fu già rilevata V a- 
spressione deiraja del triangolo ne' lati (S*91.} , e qui vuoisi ottenerla 
per mezzo de' determinanti di essi , cioò delle coordinate de' vertici del 
triangolo ; poiché di una tal formola si può aver bisogno nella risolu- 
ziooe di certi problemi d' iscrizioni posizionali di tal figura nel cerchio, 
o ancora nelle curve coniche • 

Intanto nella conchiusioae di questo problema , si è anche mostrata 
la corrispondenza immediata del risultamento di esso con quello ot- 
tenuto nella Trigonometria ; al che abbiamo , sempre che ci é occor- 
IO , posto mente , non solo per rischiaramento di dottrine a' giovani ; 
ma ancora per mostrar loro la facile corrispondenza , che si ha conve- 
nevolmente adoperando in una ricerca ciascun mezzo proprio ad ot- 
tenerla • Dopo ciò alle altre esibizioni già esposte dell* aja del triangolo. 
Dello prop.l, 2, 4, 5, aggiugooremo ancor quella derivante dal seguente 

Tboebh A. 

In ogni triangolo la doppia aja è media proporzionale tra il rettan" 
golo di due lati , e quelle deUe perpendicolari tirate ad esei da vertici de-- 
gli angidi oppoeti . 
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Compita la figura con le tre perpendicolari , si ayrà [fig.S.N'.'] 

ABXCF = BCXAD 
e quindi AB : BC :: AD : CF 

e similmente si rileverà 

AC : BC :: AD : BE 

Che però risulterà 

ABXAC : BC' :: AD* : CFxBE 

onde che ABxAC , BC X AD , CFxBE saranno io continua pro- 
porzione • 

E questo bel teorema del Lhuilier riesce dìflBcile dimostrarlo col me-' 
.lodo analitico puro , come potranno i giovani assicurarsene tentandone 
per tal modo la dimostrazione • 

« 

Alla prop.VI , e nota corrispondente (%'§JFfl e 372. ^— Non ci sfama 
prevaluti nella soluzione del problema della scelta degli assi indicata 
nel §,372. e molto meno dell* altra espressa nella nota » il che l'avrebbe 
resa , come qui vedesi , assai pili semplice , poiché spesso occorre u- 
narne nella forma generale , come nel §. 3 71 T abbiamo trattata . 

Era poi necessario recare la riduzione fattane nel §. 372 ; poiché per 
essa agevolmente pervenendosi alla costruzione Euclidea del problema» 
risultasse evidente la corrispondenza dell' un metodo con i' altro • 

Al §. 373f» — Se II centro del cerchio circoscrittibile al dato triango* 
lo congiungasi co* suoi vertici , si vede subito risultarne esso diviso ia 
tre triangoli isosceli , le cui basi sono i lati rispettivi del triangolo , ed 
ì lati il raggio di quel cerchio ; il che già stabilisce , per mezzo della 
formola ottenuta nel §. 370 , la corrispondenza delle coordinate det' 
centro con quelle de' vertici del triangolo , che poi si sono per via 
più breve assegnate ; ed era però conveniente far osservare che 1* aja 
del triangolo proposto entrasse a comporre le espressioni di tali co- 
ordinate . 

Alle prop. TI e VII. ( §§. S7i a 379. ) — Limitando lo scopo di ta- 
li problemi a rinvenire il centro del cerchio circoscrittibile , o iscrìttlbi- 
le in un dato triangolo , sarà facile a chiunque ravvisare la semplicità e 
r eleganza delie corrispondenti soluzioni geometriche apprese negli £« 
lementi . 

Alla prop. VII, ( §. J77, ) — Può talvolta occorrere la soluzione del 
presente problema riferendosi a coordinate generali , oomu si era prati? 
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etto nel precedente pel cerchio circoscrittibile al triangolo. Ma siccome 
upa soluzione cofiifTatta ne mena ad una lunga ' calcolazione , sebbene 
Don difficile , cosi nOn abbiamo creduto espediente » per l' occorrenza 
di qualche caso non ordinario , di complicare il presente argomento • 
in un trattato elementare « e ci siamo però attenuti alla scelta di assi 
più proprj a pervenire al risultamento , da compararlo con quello già 
ottenuto nella nota al lib. V. della Trigonometria • 

Intanto non istimiamo superfluo di qui aggiugnere , che consideran- 
do i lati ,e^e',d' come le distanze tra' punti B' , B" ; B , B" ; B , V 
[ fig»46» ] le espressioni di a/, y', r ottenute nei §.277 diverranno 
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ed in tal guisa le coordinate del centro , ed il raggio del cerchio iscrit- 
libile in un triangolo rimangono espresse solamente in funzioni dello 
coordinate de' vertici di esso. 

Atta prop. riIL (%. 381.) — Non ostante la semplicità alla quale tì- 
desi da noi ridotta la presente dimostrazione algebrica del teorema prò* 
posto , ne recheremo di esso la seguente altra geometrica. 

11 punto {jfig.e.N.} sia il centro del cerchio circoscrittibile al trian- 
golo scaleno AMP , e l' altro V sia il concorso delle perpendicolari tirate 
da' vertici degli angoli di tei figura a* lati opposti. Dico che il punto W 
intersezione delle congiungenti i vertici stessi co' punti medj de* Iati 
opposti debba cadere nello VO. 

Si tirino da' punti W , le perpendicolari al lato AP , cui è ancor 
perpendicolare la MVQ , e si tiri per Via VHK parallela alla AP.Pon- 
gasi in oltre , per brevità , MQ = A , AP = B ; dovrà essere WR 
;= '/j A , come l' è WL = «/j ML ; e per la stessa ragione V è OL 
= 'A MV = '/, { A — VQ) . Dunque sarà OT=sOL — WR = ' 
i/e\ — ./,VQ . E sarà poi OK = OL - VQ=s: V>A — V^^Q — VQ 
= '/aA — VaVQ . Dunque sarà d 



XXX Note 

ÒK : OT ;: 3 : 1 

Ma è pare 

LQ : LR :: LM : LW :: 8 : L 

Adaoqao lari 

OK : OT :: LQ : LR :: KV : TW 

E però il paolo W dorrà cadere nella retta YO. 

Coi. Si rilera ancora eh' esso panto cadrà ad un teri o ddb TO 
Terso O • 

AUaprop. IL (%. 282. ) — Questo problema ti si è recato txm» 
lemma al seguente , e può eziandio occorrere in altri casi. 

AUaprùp.X.[%MS.a890.) — Nelle ricerche recate net presente 
capitolo di applicazione de' principi stabiliti di Geometria analitica ab- 
Iriamo ayato sempre in mira di sceglier quelle , che darano luogo a 
qualche coosideraziooe importante per coloro che s'istniisooao » e 
coltivano l invenzione geometrica ; ed è però che vi abbiamo trattato 
il presente problema dalla cui analisi può trarsi un canone essenzialisst- 
mo alla determinazione do' problemi , da alcano finora non avvertito • 

Intanto giova osservare nella presente ricerca l' i&sufficieDza dlreC« 
la del metodo analitico puro , il quale come nel $.38^ , e nella nota 
corrispondente si ò fatto avvertire ci menerebbe a sviluppi di calco- 
lo interminabili , e penosi • e da' quali forse si otterrebbero risulta- 
menti sì complicati da non potervi afiatto ravvisare quella conseguen- 
za , che doveva condizionare i dati del probleou , e cambiarlo in teo- 
rema • 

Or il sig. Trudi occupatosi di tal ricerca subito ebbe ricorso ad un 
ripiego algebrico valevolissimo , di cui altra volta erasi ancor sortito 
utilmente ( Vedi U^. i2 del tuo beUiieimo lavofo su i poligoni iscritti . 
e circoscritti alle curve coniche con date condizioni , pubblitato in m- 
guito della rispoiia al P quesito del Programma ) , per mezzo del qua- 
le con un calcolo semplicissimo ne perviene alla desiderata determina* 
zione della proposta quistione • £ spiace vedere » che un tal ripi^ u* 
iato dagli antichi analisti italiani ad abbreviare in alcuni casi le lun^e 
eliminazioni ne' problemi numerici non fosse stato più considerato ne' 
progressi maravigliosi fatti nella scienza algebrica » e che solamente 
trovisi ripristinato nel nostro trattato di Analisi algebrica elementare • 

Dalla riduzione ottenuta , si vede facillnente dedotta» nel $. 390. la 
relazione > che assegnò Y Eulero tra i raggi del cerchio iscritto , e cir- 
coscritto ad un triangolo , e la distanza de* centri , della quale trattare* 
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•0 ancora allrt illuaCri g6oai<4ri moderili, e età fìdeai por da noi reca* 
ta nella nota al lib. V • della TKjonomefrta • 

Al $. 390. — Sì tenga qal presente la deduzione di tal veriti ottona- 
ta nello scolio al problema risoluto nella nota qui sopra citata , ore nel 
cor. 2. che la segue si vede con grandissima faciltA rìcarato il teorema 
esposto nel $. 367. Infanto atteso la celebriti data a questo teorema , 
per essersene occupati tanti sommi geometri , ci permetteremo di qui 
recarne ancor un* altra elegante dimostrazione puramente geometrica • 

Siene , o [fig.T.N.'] ì centri de* cerchi, nell* un de quali è iscritto 
il triangolo ACB , che è circoscritto ali* altro , Si unisca la Ao , e pro- 
dottala In D tirisi per tal punto il diametro DOE , sul quale si abbassi 
da la perpendicolare oT , e si congiungano le Co, oO. 

Poiché r angolo o CD = oCB + BCD , ed è oCB = o CA , e BCD 
= BAD=oAC ; però risulterà ì' angolo oCD = oC A + oAC=CoI), 
e quindi Do= DC . Or essendo 1' angolo CAD = DAB , sarà pure 
CBD=DCB,e però CV perpendicolare al diametro ED', e quindi 
Do* == DC« = EDXDV = àODxDV .Ha è Oo* = OD» + oD* 
— 20DXDT . Dunque sarà Oo' = OD» + 20DXDV — 20DX DT 

= 0D«— SODXoP^ 

Dopo ciò non istimiamo fuori proposito osservare , che spesso negli 
animi de* più accorti e talenti geometri ingenerasi tal prevenzione di 
difficoltà per una qualche ricerca , da far loro sfuggire quo' mezzi da* 
quali potrebbesi facilmente ottenerla. Cosi fu per tanto tempo del fa- 
moso problema proposto dal Cramer del triangolo da iscriversi nel cer- 
chio co* lati tendenti a punti dati ; e cosi V è stato egualmente pel teore- 
ma suddetto della distanza de* centri del quale si è indicato nel $. 390 
quanti illustri geometri se ne fossero occupati. E negli annoti del Ger- 
goone voi. I. ( anno 181 i.) si dice , che il medesimo era stato inviato 
a' compilatori dal celebre Kramp senza dimostrazione, oche costoro il 
conoscevano ancor prima fin dal 1807 , per comunicazione fattagliene 
dal fu M. Hathieu professore di Matematiche , che II teneva da Mai» 
sonneuve ingegnere delle Miniere . Tutti costoro dunque ignorarono 
che Eulero e Fuss se ne fossero gran tempo prima occupati . 

Air equaz. (9) detta prop. 10. Cap. VIIT. — Si è già indicato in 
questo luogo quii fosse il significato dell* equazione di condizione 

PQ + SH — ?• = 

tra le quantità note di questo specioso problema,alla quale si è pervenu- 
to risolvendolo , e come esso rendendosi possibile a tal condizione de* da<* 
ti , si cangiasse immantinente in indeterminato^ e però divenisse un te<H 
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rema come 1* è stato enunciato nel §. 387. E da qaeito caso noi trar*» 
remo per altri simili il seguente 

G ▲ N n E. 

Ti sono de problemi , che sebbene regolarmente proposti , hanno peti 
bisogno di una determinazione ira* loro dalif sia pel silo^ sia pr la gran- 
itzza di questi , nella guai ricirca consiste tutta la loro analisi , per lo 
più assai difficile : ma che però pervenuti che siesi ad ùUenere tal deter- 
minazione , passano senza intermezzo dallo stato d imposiibilità a quU* 
lo i indeterminazione , divenendo teoremi • 

Di questa natura ò il problema delle quattro sfere da iscrlTersi in 
una piramide triangolare , proposto per terzo quesito del programma , 
^enoi producemmo nel 1839 ; e sul quale dovremo ritornare allorché 
ripiglieremo questo stesso argomento negli Opuscoli matemoHei • Ma 
À tali problemi sarà più a lungo ragionato nella terza dissertazione del 
Tol. I. de' medesimi opuscoli , ove ci abbiamo proposto tralUre V im-« 
portante argomento della determinazione ne* problemi geometrici. 

A questo proposito noteremo ancora ciò cbe per altro è elemen- 
tarmente conosciuto ( Vedi scoi, al probL 7. eap. VI, lib» IL della do- 
atra Analisi algebrica elementare ), che se mai risolvendo un problemi 
•i pervenga in fine ad un'equazione identica , essendosi regolarmente 
condotta l' analisi algebrica di esso , cioè che non siesi neir equazione 
ripetuta una condizione già trattata neir analisi suddetta ; sarà ciò un 
indizio che il problema abbia luogo per un qualunque valore deir inco- 
gnita , e però risulti indeterminato , essendo il quesito una proprietà 
del soggetto da cui si voleva derivare ; e quindi eh' esso debbasi 
trasmutare in teorema • 

ÀUafrop. XI. ( §. 39S. ) — - Per valutar convenevolmente la solu- 
zione recata a qaesto problema si dovrà tener presente ciò che si è 
detto ne' SS- 391 e 392. 

AUaprop. XIL ( §§. S9i e 395 • ) — Per rendere in certo modo 
uniformi le ricerche sul quadrilatero a quelle sul triangolo , abbiamo 
lecato nella prop. 12, una proprietà di quello analoga all' esposta per 
questo nel $.360, e ne abbiamo in seguito indicate un numero di altre, 
lasciandone la dimostrazione algebricamente fatta ad esercizio de' gio- 
vani , a' quali non crediamo fuor di proposito di qui presentare le cor- 
rispondenti facilissime dimostrazioni geometriche • 
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Nd quadrilatero ABCD [fig.8.N. ] . h eongiungewli EG , FKi 
punti medj de lati apposti , e l altra LM de* puniti mtdj L , M dette 
diagonali AC , BD <* incontrano in un medeeimo punto , ove rimango' 
no bisecate ( pr. 12 e n. L $• 3^5,) 

Imperocché primieramente si yede , che congiunte le EF , F6 , 
GK , KE la figara che ne risulta debba essere un parallelogrammo , 
mentre le EK, FG debbono risultar parallele alla stessa AC [2.BL VI.}, 
e le EF , KG alla DB . Adunque le £G , KF , che ne sono diametri , 
dovranno bisecarsi in H. 

Ed essendo L , M i punti medj delle diagonali AC , BD , congiunte 
le FL , LK , KM , HF , per la stessa ragione di poc* anzi , sarà paral- 
lelogrammo ancora il quadrilatero FLKM ; e però le diagonali FK , LM 
dovendo bisecarsi vicendevolmente » dovrà la LM passare pel punto H 
medio della KF« 

T B m B X A IL 

I quadrati delle diagonali AC,BD [fig.S.N.^ del quadrilatero ABCD 
$ono il doppio di queUi delle congiungenti EG , FKi punti medj de lati 
oppoeti di e$io ( n. II. §• 395.) . 

Dm. Gongiante, come nel prec. teorema, le EK, KG, GF, FÉ» la fi- 
gura che risulta è un parallelogrammo , ed AC doppia di EK i DB di 
KG • Quindi i quadrati di AC e di BD sono il quadruplo di quelli di EK, 
KG • Ma questi sono il doppio degli altri di EH , HK ( A. El.IL ) , di 
cui sono quadrupli quelli di EG , KF. Adunque i quadrati di Ap , BD 
risaltano doppj di quelli di EG , FK. 

Teobeka. III. 

£a eomma di quadroni delle diagonali di un quadrilatero , col qua* 
druflo quadrato ddla eongiungente de' loro punti medj 6 quanto la som* 
ma de' quadrati de lati ( n.III. $.395. ). 

Imperocché essendo [fgJ9.It. ] 

AB* + BC- = SEA* + 2EB* . . ^ „ , 
CD» + DA» = 2EA» + *ED» l"*' ^'- "' ) 
fari AB*+BC' + CD»+DA» = AC»+2EB' + 2ED* 

= AC» + BD» + 4EF» (AMJl) 

Chi dunque non si doyrà maraTigliare che di qnetto teorema sempli- 

6 
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cissimo , la cui dimostrazione qui recata è Y immediata conseguenza di 
una proposizione elementare di Geometria , il Puissant ne abbia data 
una assai lunga ed intralciata con 1* analisi a coordinate , nel suo Rt* 
cueil de diverses ftxfpoiitions de Géomilrie pag. Si , attribuendola corno 
aHri air Eulero . 

T E B E H A IV. 

tfftaitro punH m* qwdi e* incontrano due a due le hi$eeanli gli an^ 
gcii interni o gli estemi di un quadrilatero sono nella circonferenza di 
un cerchio ( n. /F. e VI. §. 395. ). 

Sieao AH , DF , CF, BH [ figJO.N. ] le bisecanti gli angoli interni 
del quadrilatero ADCB , che incontrinsi vicendevolmente in E , F , 
G , U , e per brevità s* indichino con 2^ gli angoli di un triangolo • 
Sarà l'angolo HEF = DEA =2-r — »/» ( ADC +DAB ) ; e si- 
inìlmerite sarà 1* angolo G = Stt — «/, (DCB + CBA ) . Quindi sarà 
HEF+HGF=4r— i/,(ADC+DAB+DCB+CBA)=^*-2*=2* 
E però il quadrilatero EFGH risulterà iscrittibile nel cerchio , ossia pe' 
punti E , F , G , H passerà una circonferenza . 

dieno ora prodotti i lati AD , BC di tal quadrilatero , e bisecati gli 
angoli esterni , come la figura rappresenta , ne risulti 1* altro quadrt- 
latero ET'G W ; sarà un retto Y angolo EDG^ , come risultante dalle 
metà de' due angoli ADC , CDK . Ed essendo del pari retto Y angolo 
EAG' ; i due angoli in E , G' dovranno compiere due retti . Lo stesso 
per gli altri in G , E'. Adunque i quattro angoli E , G , E', G' compio- 
DO quaitro retti : e soo due retti quelli in E , G • Laonde ancor dae 
retti saranno gli altri in E' , G' : per conseguenza ancor quelli in 
F , H' ; e però pe* punti E', F', G', II' passerà una circonferenza . 

Te OR E HA V. 

Se le quattro bisecanti gli angoli di un quadrilatero s* incontrine in 
un punto , il quadrilatero risulterà circoscriitibile al cerchio di cui qui 
punto n i centro ( n. F. $. 395. ) . 

La dimostrazione si fa analogamente a quella della prop.&.£I./r. 

Teorema VL 

/ tertici corrispondenti de' due quadrilateri che risultano bisecando 
gli angoli tntemì , o gli esterni di un quadrilatero sono allogati in una 
retta ( n. VII. $. 395 ) . 

Impei occhè sia il quadrUatero ABCD [ fig. u. JV. ] , e prodotU i la- 
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li AD » BC fioche s* ineontrino in O , si Insecln 1* angolo AOB per la 
OP , sarà questa retta si il luogo de* concorsi H , F delle bisecanti gli 
angoli interni del quadrilatero , che quello degl* incontri delle biBecan- 
li gli angoli estemi del medesimo ; essendo ciascun di tali punti di con* 
corsoli centro di un cerchio che tocca i tre tati del triangofo , ir pri- 
mo da dentro di esso , il secondo al di fuori ; li che dimostrasi come 
nella prop.&/£{. IV. E similmente , prolungando le AB , DC fino ad in- 
contrarsi in (y , la retta che biseca V angolo CK dovrà passare per 
E , G • e per G^ F . 
Aggiugneremo a' prec, toor. sul quadrilatero ancora il seguenle 

Tboibxa vii. 

5^ due ntte di data grandezza i inteneghino sempre in uno stesso an^ 
golo ; U gmidrUatero ehe si ottiene congiugnendone glii estremi sarà dato^ 

Siene AC, BD [fg.i2.N.'] tali rette, che s'interseghioo in Onell' an- 
golo AOB , e sia ABCD , il quadrilatero che ne risulta nel suddetto mo- 
do • Tirate dagli estremi A, C dell' una df esse AC le perpendicolari AP, 
CQ suir altra DB si arra AO : OC :: AP : CQ , e componendo e per- 
mutando AC : AP 4- CQ :: OC : CQ . Ma la ragione di OC r CO è co- 
stante ovunque prendasi il punto O nella BD , e comunque questa vi 
ai tiri scambiando le parti AO , OC , serbandosi però essa sempre pa« 
rallela alla AC • Adunque sarà ancora costante la ragione di AC : AP 
•f- CQ ; che però non variandosi la AC la somma delle perpendicolari 
AP , CQ risulterà sempre la stessa . Laonde il quadrilatero ABCD , 
che è quanto '/• DB ( AP -^CQ) avrà sempre la stessa grandezza . 

JÌ LIT E R. 

Sia AO = a , OC = 6 , OD = c, OB = i , sen.AOD =sen. COB 
=1 sen.f . 1 quattro triangoli AOD , AOB , BOC , COD risulteranno ri- 
spettivamente uguali ad ^/^ae sen.<p, */^adBen,<p,*/M sen.<p» '/a^c sen.<p, 
e la loro somma , cioè V aja dal quadrilatero , sarà '/, (ac-^ad -^bà 
-f- bc ) scn.^ = «/,( a + 6 ) ( e + ^^ ) sen.9 ; e però costante. 

£ dalla precedente formota si rileva, che se fosse data l' aja &P di un 
quadrilatero , e ciascun de* suoi due diametri P , Q ; sarà dato 1* angolo 
in cui questi debbono costantemente inclinarsi , ed espresso da 

8en.<p=-p3^ 

Abbiamo qui recato un tal teorema ancora perchè i giovani potesse, 
ro paragonare ciascuna delle dimostrazioni che se ne sono date , con 
quella orditagli dal Puissant ncIP opera poc* anzi citata , §. 29. 
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ÀLtB tiCERGHB TKATTATfl HBt GÀ?. TRT. 

Ciascano che riguaidi le analisi de* problemi , e teoremi recali in 
questo capitolo , e le ponga al confronto con le stesse da* più distinti a- 
nalistl moderni prodotte in loro ben elaborate opere , rimarrà convinto 
della preferenza che meritano le nostre , perchè conseguite con mag* 
gior brevità » e chiarezza. Con tutto ciò paragonandole alle corrispon- 
denti rilevazioni geometriche > che. ne abbiamo espressamente recata 
nelle precedenti note , si axvedrà di quanto queste superino inele- 
ganza ancor quelle ; e spesso ancora troverà superfluo, che noi ci fos- 
simo immersi in tanto calcolo , ed in tante considerazioai difficili per 
cose che la Geometria presentava quasi per intuizione • Ad evitare 
la qnal taccia » noi non abbiamo tralasciato mostrare in qualche caso 
il motivo del nuoto procedimento algebrico , che avevamo adoperato • 
Nò potrà fare a meno di osservare » che in molti casi » de* quali uno 
ne presenta kprop. 10 , senza un particolare artifizio tutto proprio 
dell* ingegno dell* analista » e non soggetto a regole , si sarebbe rimasto 
insufficiente ogni sforzo a condurre a fine la richiesta soluzkHie del 
problema* 

• E quanta maggiore sproporzione non ravviserebbe ancora inaltoe 
xicerche » le quali mentre con l' un metodo risultano elementari » ed 
intuitive , usando il metodo analitico puro riescono difficilissime • Cosi 
dìi non vede intuitivamente , che : il luogo geometrieo di un an^golo éa^ 
io t i cui Ioli toockino sempre un dato cerchio , sta «n* aUra eifconftren' 
^a di cerchio concentrica alla prima : e pure la risoluzione di un tal 
problema risulta ben lunga e penosa f quando si volesse con quel me* 
lodo trattare » come qui in fine mostreremo. Si dirà però, che per mei- 
zo di questo si perviene uniformemente ad assegnar quella locale e- 
ziandio per le altre curve coniche , la quale risulta per la parabola u- 
na curva dello stesso ordine ,' e per l'ellisse, e l'iperbole del quar- 
to (" Feit Fercolo Sezioni Coniche analitiche dal $. 285. al 289.) . 
Ha chi mai sarà si strano da rinunziare al gran benefizio delia eooo- 
scenza intuitiva di una cosa solo per ottenerla uniformemente ad al- 
tre afilni , e per vie lunghe , e tortuose ? Sarebbe bella a vedere , che 
per condurre la tangente al cerchio , da un punto nella circonferen- 
za , fuori di esso , si volesse per uniformità dedarla dal metodo gene- 
ra le per condurre la tangente ad una curva qualunque ; della qua- 
le stranezza non v' ha geometra , che non si richiamerebbe • Si con- 
viene ancora da tutt* i moderni analisti della faciltà e chiarezza del 
metodo geometrico puro suir analitico puro ; ma a vantaggiar questo si 
adduce T uniformità de' principj , che vi ai adoprano , e 1 piccol nu- 
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mero di essi , mentre per l' oso del primo si esigè„UD vasto nomerò di 
conoscenze preliminari, e mentre tanto più faciimente si riesce m qual* 
che ricerca , quanto maggiore sia il numero di quelle • Noi non To- 
gliamo qui entrare in esame se non sia un gran male il fare STanire , 
se pur potesse succedere , questa necessiti di dare al nostro spirito un 
grandissimo slancio all' invenzione , facendogli acquistare quel gran 
numero di verità , che formano per esso un bello e magnifico co^- 
redo , e che non solamente gliene preparano un grande aumento , 
ma il rendono spessissimo soddtefatto in vedersi schierati innanzi tan- 
ti mezzi , per ottenere l'intento • e questo comprovato in modi diver- 
si • Ma faremo solamente osservare , che siffatta uniformità di princi- 
pj , e quel ristretto numero di essi , ci obbliga a rimontar troppo alto 
per ciascuna ricerca, e spesso l'Implica in aggiunti, che le sono affatto 
estrànei , e che la fendono peto assai difficile • Tal' è per esempio il 
caso semplicissimo della prop.6 geometricamente trattata • Senza dir<f » 
che molti soné i casi , ne* quali la strana tdrma di determinanti j che 
con tal metodo conviene adottare , e l' uso de' luoghi geometrici adatto 
sconvenendosi alla ricerca proposta , questa rimane con tal metodo pre- 
clusa , deludendo l' analista nella sua aspettativa ; nò potendo ottene- 
re un intento possibile , é forse ancor facile , quando un' ahra strada 
da pervenirvi non gli sia nota • E ciò avviene preoisamente ne' teoremi, 
« ne' problemi di pura grandezza , ove affatto non si convenga alcun si- 
ta • che necessariamente vi addirebbe 1* uso 'delle locali • E di tali ri- 
cerche spesso veggonsene notate da* pia accorti e diligenti analisti 
moderni • £ di fatti il Lhuilier si ò spesso veduto in obbligo , nella sua 
elaborata opera de VAnalyse giomitrique , elcis TAnalgee agibrique^ a 
dire , che non credeva conducente , e talvolta ancor possibile ottener- 
ne taluna col metodo a coordinate. 

Ma senza ricorrere alle autorità di sommi geometri , basterà a coo- 
vinceme il tentar di risolvere con quel metodo i seguenti problemetti 
elementari» . - 

Problbha L 

• « 

Coitruire il tria$^ólo reUangoto di cui eia data la eomma di ctaicttn 
cateto col segmento della baie adjacenle o alterno , prodoikm dalla per* 
fcndicclare tirata ad essa dal vertice. 

Sia BAC [fig.iS.NJ] il triangolo cercato in cui dal vertice A dell* an- 
golo retto si e tirata alla base la perpendicolare AD } e sia 

AB + BD = f 
AC-Ì-CD = flf 
BC =« 
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Sarà AB + AC + x = /+ jr 

ed AB + AC =:f+j — » 

Facciasi AB = '/,(f+, —a?) + y 

»^* AC='/,(/^+j— x)-» 

Ed essendo per F altra coDdizìone del problema 

AB* + AC» = BG» 
cioè "/.(/'+ Sf~«)* + 2y» = aj» 

ai avrà y = V ('/.«» -%f+9- ^Y) 

e qaiodi 

AB=y,(/+,_a:}+V('A«'-'/4(f+J-«)') 
AC = «/, ( /+ j ~ a; } — V( • A «• — 'A r f + S - » j * ) 

^'*=/'— 'A(f +*—«;— V0A«*—'/4(r+y-«)') 

Or AB* — AC» = BD' — DC* 

Adunque si avrà finalmente per equazione al problema la seguente 

E con pari andamento di analisi algebrica si perverrà all' equaiionft 
per r altro caso di A^ + DC = & 

AC + BD=:* 
la quale però risulterà del quarto grado. 

Pro IL EX A II. 

Cotiruire qud triangolo i$o$céle di cui $ia dolo U perimetro e tig»^ 
che com' è evidente riducesi all'altro. 

CostUuire U triangolo reUangolo ADB [ fig.idM. ] , Aite la somma jp^ 
diAB,BD,ePajam*. 

m 

Pongasi BD = ^, sarà DA = ,eBA = — V(«« + 4m<J: 

X X 

e però avrassi r equazione 

1 , 

— V ( or* + 4m^ ) -|- d( = jp 

X 

che ridotta convenevolmente diviene 
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£ ^\ qaeiti eiempi potremmo moUìplìcarne il numero a piacere . Ha 
ci basti per tutti notare , che la Gwmtlria anàlUica a due cotniinaU 
manca niente meno che della soluzione de' due problemi fondamentali 
per quelli di terzo e quarto grado , cioè della trisezione delX angolo , 
e delle due medie proporzionali , e dee necessariamente ripeterla dalla 
Geometria antica, o dalla Cartesiana , che ne posseggono a dovizia ele- 
gantissime soluzioni • E qui per compimento recheremo due soluzioni 
del problema enunciato nel principio di questa nota , 1* una del prof. 
Grimaldi , l' altra del Trudi ricavata da quella da luì regolarmente 
fattane con questo metodo analitico per le ciirve coniche in generala 
(Vedi probl.ii. nella Memoria su i poligoni iscritti e eireoseritti atte ctir- 
ve coniche con date condizioni , in s eguito al programma da me pro- 
posto nel 1839 j. E da questa andremo a mano a mano ricavando op- 
portunamente alcuni importanti principi di scienza necessari a cooo- 
acersi da chi tratta ricerche geometriche principalmente con tal meto- 
do * Sari questo l' ultimo argomento che qui offriremo a comprovare 
aempre più ciò che ha formato lo scopo della presente nota. 

Problema III. 

Detorminare H luogo del concorso delle tangenti U cerchio , ch$ eom^ 
fremiono «ti daHo angolo ^ • 

\: SOLUIIONB» 

Siene [ fl( > /? ) , ( ^, />' ) 4$ coordinate di due punti di conUtto , ed 
a? « y » quelle del loro incontro » cioè di un punto del luogo cercato» Le 
rispettive equazioni delle tangenti il cerchio in que* punti saranno 

/3y + (xa: £= r* 

§'y -\^afx =f* 



dalle quali si avri 



e quindi 



«=— J u 



* + * = t — w^:=W — ^ ^^ 

E poiché i Pintì ( « » /3 ) » ( »' ' l^* ) «Unno nella cireonferenza del cer- 
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chio del raggio r , dovraDoo aver luogo per eiaì le equazioni 

/3* +»• =r« (J) 

/3'* + »'•=!* (S) 

che però se dopo STilappati i quadrati del numeratore dell' equazio- 

ne ( 1 ) Ti ai faccia la aoatìtuzioùe di r* invece delle quantìti indicata 

da' primi membri delle equazioni ( 2 ) » ( 3 ) . si avrà 



') 



Ciò posto si moltiplichino membro con membro le equazioni ( 2 ] « ( 3 1 
e si aggiunga a ciascun prodotto la quantità — ^ fi' età,' , si ottoni 

B cambiato per mezzo di questa il denominatore dell* eqoaiioDe ( 4 } 
questa diTeiri 

^^ V. r«-(/3/9' + «•'}• ^ 

Inottn«neDdo(a90) 

«ari pfm~.fi0f t=tang^(/3|8' + a«/ j 

e {^» — ^«')» = tang.>( /J/S» + «»' )• 

da cbereqaadone ( 5 ) rimane traamatata ia 

(taDg.»T + 1) ( /3/3'+ „' j. -_ ^ 
osla wc-y /9^ + ««')•= ft 

d'onda /3/3' +«*'= + _** 

Adunque 

r»^l±co8.T) — l±coa.9 ' 

E polche coa.f = l— 2Ben»'/,9 

•i anà «* + V* =s g** 

e preodemto una Tdta i segni inferiori ed un' altra i superiori, ti anan- 
Doledueeq^uuùoni 

*• af+ys: — H-, 

sen.* >/,f 
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^ * 1— seo, • «A? COS. » V«? 
che SODO a due cerchi concenUicì al proposto , Fuoo del raggio 



seo.'/a <p 



r altro del raggio » e che > com* è chiaro , rappresentano U 

COS. Va 9 

due locali , \ una per T angolo dato <p , F altra pel suo sapplemen- 

tale 2ir — 9 . 

E ciascun di essi si costruirà facilmente tirando al cerchio ovun- 
que una tangente , ed inclinando a questa dal centro due retto \ una 
che Ti vada a formare X angolo del sen«Va<P 1' altra del cos.*/*?* 

Ma chi mai sarà si strano da voler preferire una ricerca algebrica 
sì lunga . con un corredo di tante verità supeyiori agli Elementi . per 
ottenerne una conseguenza che proposizioni elementarissime^del lib.III. 
di Euclide danno presso che intuitivamente. 

Passiamo intanto a riguardarlo per la seguente 

Altra soluzione. V 

\' 

Si dinoti con « la tangente delV angolo dato 9 , e sieno I , u lè coor- 
dinate pel vertice di esso , ( a:* , y' ) , ( a^', »" ) quelle drf due contatti. "^ 
Presa pel cerchio proposto \ equazione 

quelle delle due tangenti esso costituenti i lati dell' angolo 9 saranno 
( 328. ]. 

e però si avrà (290.) 

Ciò posto , r equazione della retta fra' contatti , polare del punto 

(!,«], essendo ( 2M. ) 

Mjf 4- l« =r» ( 3 ) 

éUminando la 9 tra questa e la ( 1 ) si avrà 

2r*« , r»(r»— ti*) 

« «.+»."' T^ «• + »» 

le cai radici diDoteraooo le ascine af , afl da' ponti di contatto : sicchi 

ponendo per brey ita 

u* + V — r*:=$* ( 4 ) 

riraUerà 

f 
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Stf-(-*r| „ ri-*- lift 



E da questi valori delle ascisse pe* suddetti punti , per mezzo dell* e- 
quaziooe ( 3 ) , si perverrà ad otteoer quelli per le corrispondenti ordì* 

nate » cioò 

ru — »t ni + rt 

E tostituendo gli uni e gli altri nell' equazione (2) si otterrà b aegoenta 

. 2r 
»*+-, = t» (5) 

che risoluta offre per $ 1 due valori 

.=t(-i±V(i + «')) (6; 

Ed elevando a quadrato l'equazione ( 6 ) , e combinandola con la (4 ] 
ai avrà per la locale richiesta la seguente equazione 

«• + f = ^'(l+»' + V(l + «V; (7) 

eh* è al cerchio ; e eh*) per cagione del doppio segno del radicale ne rap- 
presenta due diversi , come doveva effettivamente aver fuogo ; poicbà 
la n tangente dell* angolo 9 F ò ancora di Sl^r — 9. E sebbene per 
questo risulti negativa, nulladimeno non essendovi nelf equazione (7) 
che il solo quadrato della n , rimano essa inalterata ne* due casi , i 
quali debbono però risultare indicati e distinti , come si è detto , dal 
segno Zfl del radicale • 

2. Volendo costruire essi cerchi identicamente alla maniera facile e 
piana , che ne offriva la prima soluzione , si ponga m = tang. >/, o , 

sicché 81 abbia 11 = ; — , e fatte la sostituzione di tal valore di 

n neir equazione ( 7 ) • e quindi eseguite le ovvie riduzióni » e poi la 
trasformazioni risultanti dal valore trigonometrico della m « ai ridurrà 
tssa in ciascnn de' due casi alle seguenti rispettive 

«* + l»sz= t- ( 1 + m* ) = ^ — • 

cos.»^«/.^ 

I*' + i» =r — ( 1 + mM = ^1 — 

3. Se taluno giunto che fosse all'equazione ( 5 ) , eh' è già quella al 
problema , vi si fosse arrestato , semplicemente restituendovi per «• , 1 
k) loro equivalentì espressioni prese dall equazione (4) , e poi liberai^ 
dola dal radicale , sicché per tal procedimento fosse pervenuto air e* 
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quazioae 

«♦ + 2»»i' + 14 - —-{1 + ••)(»• + r) +-—( 1 + »v = « 

BYrebbe potuto di leggieri giodietre , cbe la lecak richiesta foBse iioa 
curva del qmui ordme • come di iatU ha luogo pel caBo dd probieoia 
propoeto suir ellìiae , o 1* iperbole • Ma atteotamente eBaminaodola ai 
perverrà a scorgere , ohe essa sia sciadibìle io due Caltori di secondo 
grado , preeisamoDte quelli compresi oeirequasiooe ( 7 ). 

In fatti si osservi , che i primi tre termini di essa costituflodo il qua? 
drato di i«* ^ I* , può però la medesioia porsi sotto r altra torma 

d* onde si ha 



1** 



+ <' = -^(i+**4:V(i+*')} 



che sono come si è detto le due dell' equazione ( 7 ) • 

4. Le precedenti considerazioni ne mostrano quanta accortezza bn 
aogni in trattare un problemetto elenientaro,.per non essere indotto 
in equivoci da* suoi risultamenti ; e serviranno però di M>rma a ren- 
dere accorti i giovani analisti nelle ricerche le qiiiali verranno da essi 
trattato principalmente con Y analisi pura » la quale considerando , per 
la sua natura » le condizioni del problema separatamento » ed espri- 
mendone ciascuna nella sua corrispondente torma algebrica, dee poi ri- 
correre di necessità a* metodi di eliminazione per inchiuderle tutto in 
una sola , che rappresenti quella al problema proposto • 

Cosi per quello che abbiamo qui trattato concorrono ed esibire 1* e- 

quazioue finale nientomeno che cinque equazioni di condiziotte , che 

sono 

1«. * «^ + to' = r» 

2*. yyf^ + '«" = «^ 

necessarie ad espnosere le relazioni per due retto tangenti il cerehie 
cbe incoatransi nel punto delto coordinato t , u . 
L* altra 

che rinchiude la condizione che quelle retto comprendano Tangolo dato^ 
Finalmento le altre due 

sono necessarie per la condizione die i punti di contatto (xf ,^), 
{ a" , \f ) esistano nella circonierenza dell' eciuaziooe v' -f- a:* = r*. 
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E qui comiocia la maggior difiBcoltà del problema > per dover Kbe* 
rare tali equazioni dalle coordinate af. \f\ a^',yf' de punti di contatto , 
introdotte semplicemente per condotta del calcolo , mentre 1* equa- 
zione al luogo richiesto dee contenere solamente le coordinate di esso 
e le quantità note del problema , cioè let,u, e le r,».E però il 
problema trovasi ridotto ad un artifizio di eliminazioni, e quindi sogget- 
to alle imperfezioni che presentano questi metodi ; o pure bisogna ri- 
correre a particolari artifizi , che sono assolutamente dipendenti dalla 
sagacia , ed espertezza dell' analista • 

Chi desiderasse conoscere la storia delle diverse soluzioni di questo 
specioso problema , per le curve coniche , potrà rinvenirla nelle no- 
stre note al la terza edizione del trattato analitico delle Sezioni Conieh» 
del Pergola ( a* §§. dal SS3 al389) , ove troverà eziandio una solu- 
zione del prof. Grimaldi col metodo analitico puro , pel caso della para- 
bola , ed un* altra geometrica elegantisssima dello stesso ne conservia- 
mo per produrla nel luogo che le sarà proprio, 

CONCHIUSIONE. 

Da tutto resposto finora conchinderemo, come sempre abbiamo detto» 
che convenga coltivare il metodo analitico puro, e cercare sempre più di 
perfezionarlo , seguendo le orme ben segnate da tanti illustri analisti 
principalmente francesi nel corso del secolo attuale; ontfòche alpre** 
sente assai più perfetto ed attivo si ravvisa , che non lo era nel princi- 
piar di esso . Che il medesimo riesce utile in dimostrar molti teoremi 
difficili , e nel condurre le analisi di quo* problemi i cui dati, e *ì quesi- 
to possono a determinanti di sito convenevolmente riferirsi.Che talvolta 
ancora sia assolutamente necessario per talune ricerche geometriche , 
nelle quali affatto non si ravvisa un qualche punto cui vada annessa la 
loro soluzione , come Y è per appunto il problema trattato nella propo- 
sizione 10 ; ed in questi casi un tal metodo rende veri servigi a*Ja 
scienza geometrica . Ma che sarebbe stranezza imperdonabile il pre- 
tendere , che possa tenere un impero assoluto neir invenzione geo- 
metrica , e valesse a far dimenticare affatto gli altri metodi , non esclu- 
so il Cartesiano di cui è derivazione . E finalmente conchiuderemo co- 
me r illustre Cramer in un caso inverso dell' attuale ( Introi. a f Anor 
lys$ des lignes eourbes algébriques) , essere una vera follia di taluni 
de' tempi nostri di disprezzare tutt'i metodi per T invenzione matemati- 
ca I riducendo tutta la loro scienza a quei solo che imperfettamente 
possono conoscere , e che hanno appena elementarmente appreso • U 
qua! disprezzo nasce in essi dall' impossibilità di poter intendere le o« 
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pere profonde degli antichi, e le prodotte da' moderni a tutto il passato 
secolo , anche perchè , per \ attuai BÌstema d' istituir la gioventù nel- 
le scuole , ignorano essi la lingua in cui quelle sono scritte • Soggiu* 
gnendo con lo stesso illustre geometra ed analista che : U verità ma" 
tematiehe non sono A facili a rinvenini , che debbari far meriu> di 
chiudersi alcuna delle strade che possono condurti • 

E per non divenire infiniti in ripetere uno ad uno i sentimenti uni- 
formi di tutu i sommi geometri su questo proposito » ci limiteremo a 
recar quelli che ci troviamo alle mani , del Newton , il quale cosi 
chiudeva il suo trattato di Geometria analitica : Aique haetenus «a« 
ria evolvi problemata . In sdentiis enim addiseendis prosuni exempla 
magie quam praecepia. Qua de eausa tfi his fusius expatiatus sum* Sed 
et aliqua , guae inter seribendum oceurrebani immiscui sine algelnu 
soluta 9 ut insinuaremin prcblemoMms , quae prima fronte diffieilia 
videntur , non semper ad algebram reeurrwdum esse» Del de V Hopital, 
che dopo aver , nell* esempio 1. lib. Vili. Sections eoniques , risoluto , 
servendosi del calcolo , il problema di : Trovare il luogo de* punti da* 
quali tirando a due rette di sito le inclinate a ciascuna in uno stesso 
angolo , e verso la medesima parte , queste risultino sempre in data m- 
gione , si credè in obbligo di soggiugnere : )> Je n* al resolu cette que- 
)» stiqn par le calcid , quo pour la rapporter a la proposition genera- 
si le, et commencer par des exemples simples, et aisés àen taire voir 
» r application ; cor on peut rèsoudre ce probUme sans aucun calcul , 
s> et d^une maniere plus facile en cette sorte a . 

Ed il Lhuilier dopo aver data geometricamente la facile analisi del 
problema : Dati tre puuti assegnarne un quarto nel piano stesso , che 
congiunto con essi risultino dati gli angoli delle congiungenti , passan* 
do a darne la soluzione algebrico4rigonometrica , cosi conchiude : 
» La longueur de ce procède ( sur-tout quand on le compare avec quel* 
» qu' un des procédés gèométriques ] ne permet pas de l' envisager au* 
}» trement que comme un exercice de calcul , qui peut occupar utile* 

> ment les éléves , sur tout lorsque ils en poursuivront les résul- 
» tats pour montrer leur accord avec ceux que donnent les solutions 

> géoméUriques « • 
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AL LIBRO III. BEUA PARTE L 



Al %. 897.-^ Per la édSmùime ddV AmUìì géom^rUé si tenga 
presente quella di Pappo, recata nel §• 18 del flmpMUu 

AÌU propJV. $ r. [ §. 407 e 409.) ~ La ridazioM del primo di 
questi proUemi è aHa prop. 3. lib. I » che I» mostra perà del prima 
grado {Vedi nota ùi e$$a), oome era efaiaro* non potendo essere che un 
ado il panto che vi soddisfi : mentre quella dell* altro è alla prop.<^, da 
die la sua natura risulta del seooodo grado ( Y. «ola eH. » ed il %.Vl\^*} 

AUaprop.n,ti u'fwoieor* / $$. 4Ua4S0 .} ^ Su tal prò- 
Heroa, e sulle conseguenae dedottene dotrema ritomareneUajparia IL 
dd presente trattsio • 

AUa prop. VIL(^J21 a 43tf >-4l presente proVeaM è presa dairA^ 
ri(ftm.I/ntv. del Newton (probU28 ), ot' è proposto e risohilo general* 
mente per le curve coniche» ed un punto al di fuori dell' asse^ e per sola 
facilitaiione del calcolo trovasi eseguito per la parabola. Quel eommo 
uomo nel recarvele ebbe in mira di comprovare con Wk altra esem« 
pio la regola per la convenevole scelta dell* incognita in tahmi proUe^ 
mi , che aveva già data all'occasione di risolvere, pel caso del quadra**^ 
te , il problema di sottendere un angolo dato eoo una data retta , la 
guaie paesi per un punto dato ^probl. 2k) «Su di che ò state abbon- 
devolmente ragionato dal §• 538 al 5S&S » e neHa nota corrispondeole « 
E di fatti dopo aver egli ottenuta dalla sua analisi T equasiooe propria 
aHa natura di tal problema pel punto dato fuori dell* asse , soggiugna 
che stabilendo 1* incognita nell' altro modo da lui già diacosso e trala- 
sciato , perchè contrario alla regola assegnata » 1* equasioae sarebbe ri*^ 
aultata dell- 8^ grado , mentendo la natura del proUeaia • 

Ma tal soluzione del Newton ha il difetto di non poterai da essa, coma 
si dovrebbe , passare al caso particolare del punto dato neir asse , dio 
però il Pergola dovè allontanarsene ; e tenendo altro cammino,.senza usar 
quella regola , pervenne di fatti ad un' equazione di quarto grado , che 
aebben derivativa dal socondo.pure non era quella che per la natura del 
problema esige vasi » alla quale poi pervenne usando l'altro ripiego 
del §. 423 , eh' è consono alla regola suddetta e che poi nel §.424 mo" 
atra convenire ancora al caso del punto fuori dell' asse , dandone per 
esso la convenevole equazione di quarto grado • E però dalle due a^ 
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nalisi diverse recate dal Pergola a tal proMema rimaiie Tiqipiiìi conferà 
sfiata la regoh del Newton , pel convenerole statHlimento dell' iocc^ita 
in taluni problemi ( Ytdi §.550. ) 

Osserva egli in seguito ( $.(25 ), che un tal problema avrebbesi po- 
tuto anche risolvere con l' analisi a etmUnaiB , indicando i motivi pe' 
quali non era conveniente prevalersene • A che deve credenl essere 
stato indotto dall' ayer veduta la soluzione per tal esodo datane dal 
Coli alto , in fine delle sue lejstom di Geometria analùiea a due coordi- 
nate , di recente allora stampate in Milano ( an. 1806 ) , che ben gra« 
irosa , e di poca eleganza riesce in paragone di quella del Pergola, pel 
caso del punto nell* asse • Poiché deesi notare » che sebbene il Collalto 
avesse proposto il problema generalmente al pari del Newton , e che 
cosi avesse creduto risolverlo , pure per grande Inavvertenza nel con- 
durne ranalisi vi assume l' espressione della corda della parabola per 
coordinate ortogonali ; il che ne riduce la soluzione al solo caso del 
punto neir asse • Di che avrebbe almen dovuto farlo accorgere la sola 
differenza di grado tra la sua equazione e quella ottenuta dal New- 
ton , che r ò propria , com* ò stato detto , ai proUema generalmente 
proposto • 

JU $.427. — Starà bene che coloro i quali coltivano esclusivamente 
il metodo analitico puro eseguano per mezzo di esso la soluzione del 
problema trattato in questo § , per istituirne parallelo con quella ele- 
gantissima quivi recata • 

AUaprop. VIIL ( $.428) —Questo problema ò V ottavo della So* 
Xùmo ir. cap.3. àéa' Arithmotica Unio. del Newton 

Attaprop. XII. (%• 43S) — Sene vegga eziandio la corrispondente 
Suzione nella Trifonùmeltia al $• 113 , jprop. 24. IL 

Al ritekiar. iMa prop.XIIL{%J3S) — Per ciò che riguarda la natu- 
ra de* portimi , de* quali qui si accenna dal Pergola , si riscontri la dii^ 
otftaz. 1. nel voi. I. degli Opmcoli maiomalici. 

Alla prop. XVIL (%. 439. ) — Teggasi ancora la nota ih al iVoqwl- 
lo dell'opera , a piò della pag. zxiii. 

Alla prop. XX. ( §. 445.) -^ Avvertasi però » che trattando il prò* 
blema con 1* analisi algebrica , le condizioni delle quali si è tatto uso 
per ottener le espressioni di quelle rette dalle quali vuol farsi dipendere 
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Y esibieiooe del punto soddisfacente al quesito , non debbano essere a«» 
doperate ad esprimerne 1' equazione ad esso , la quale in tal caso si 
dovrà assolatamente trarre da una qualche proprietJi geometrica ùA 
soggetto , e non più da una delle condizioni , come sarebbesi convene- 
Tolmente fatto , quando di questa non si fosse usato neir analisi per 
pervenire ali* equazione • E quando avvenisse di cadere in quest'e- 
quivoco , come a' giovani geometri suole intervenire , essi ne verranno 
avvertiti dall' equazione stessa , che risulterà identica , come quella 
la quale esprime una cosa , eh* è conseguenza di se medesima. 

Ed a tal proposito conviene anche avvertire , che laddove poi T ana« 
lisi siesi rettamente condotta , e T equazione risulti identica , ciò indica 
che la quistione proposta sia indeterminata » cioè che il quesito del 
problema sia una proprietà del soggetto al quale si voleva attribuire « 
e però che il problema senz* altro artifizio si trasmuti in teorema. 

Noi ne abbiamo dato un esempio nel probi. 7. cap. VI. lib. II. del* 
r Analisi Algebrica , ed or ne addurremo il seguente altro geometrico 
semplicissimo 

Problema* 

Vogliasi ritrovare fUlT aja del triangolo equilatero ABC [figJS.N.I 
«n lai punto O , sicché la somma deUe perpendicolari OD , OE , OF fi- 
rate da euo a' suoi lati ne pareggi f altezza AK dd triangolo . 

■ 

Pongasi BF=a?, FO=:y, ÌBC= a, e però BK= «/,a, FC=«— «. 
ed AK = >/. a V 3. Si avrà pe' triangoli simili AKB , GFB , BK : Kà 
:: BF : FG , cioè , nelle corrispondenti espressioni simboliche « 1 : VS 
:: X : FG = 0^3 , e peròGO=GF — FO = a:V3 — » • Ma è poi, 
pe' triangoli simili BAK , DGO , BA : BK :: GO : OD , ossia 1 : */. 
:: 0^3— y : 0D= «/aa?V3 — '/. y. 

In oltre essendo , pe* triangoli simili GKA , GFH , CK : KA :: CF : 
FH, si avrà in simboli algebrici 1 : V 3 :: a — d? : FH = (a — x)V3, 
e(ì OH = ( a — X ) Y3 — y . Laonde dovendo essere OH dóppia di 
OE, come l'ò CA di CK (pe* triangoli simiUAKC , HOE ) , sL avrà 
OE=V.(a — a;)V3 — '/.y. 

E però siccome dalla condizione del problema si ha 

OD + OE + OF = AK 
cosi sarà nelle loro espressioni simboliche 

V.aV3 — '/.y + '/. aV3 — '/> x^Z — 'Ay + * = '/.aV3. 
La quale equazione riducendosi ad 

V, a V3 = % aV3 



Note xux. 

tod mostra che qd qnalonque punto preso aelT aja del triangolo pro- 
posto soddisfi alla dimandata condizione • e però che il problema si 
trasmuti nel seguente 

TBOtBMÀ. 
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ftnils ih mi pillilo fuoliifi^e ptuo mU" aja H «m 
friangoto equikU$ro tu i lati di 4i$o seno , tiMÌsiiis pr$t$ » nguaU alt at^ 
Isjrso del triangolo . 
La qual verità riletarasi immediatamente dalla iU Ehm, L^aU //* 

ÀUm prop. Xlll. ( §. 448.) -^ La ehiarezca ed il rigore del dimo^ 
strare formando il principal pregio di an geometrico latoro , non troYÌa« 
ino soperfloo di prender occasione dal prineipio esposto nella presente 
proposiiiooe per diro alcuna cosa su questo importante argomento , che 
Taiga anche a chiarire ciò che in esso stabiliscesi » e poi viene in ap* 
presso sviluppato dall* autore nelle proposiaioni da 82 a 40* 

La dtmo<(ra2tooe di un teorema è una catena di verità chiare » dal^ 
le quali n'è la tesi di esso dimostrata • E tale è per 1* appunto ancora la 
dimostraaione che fa parte della composixlone di un prot^lema , ove la 
oostmaiooe costituisce come V ipotesi di un teorema , è la tesi è che 
quella no conduca ad ottenere ciò che nelle condiaioni del problema e- 
aigevasi % 

Le verità concatenate In ogni dimostraaione il più delle volte sono la 
defiDÌEionide* termini usi nel teorema » le proprietà note del soggetto di 
esso • gli assiomi , o altri priocipii anteriormente stabiliti » oltre T inte* 
ra ipotesi del teorema , che dee formar sempre il fondamento della dt* 
moatraxione » altrimenti questa riescirà fallace ed insulsa» 

L^ assenso che prestiamo ad una Torità dimostrata è in parità di altra 
tose tanto più celere, quanto più chiari sieno i priocipii su cui è fonda*» 
ta la dimostrazione « meno numerosi » e con nesso più idoneo tra loro 
connessi ed ordinati. 

Le operazioni che connettono tra loro le verità delle dimostrazioni 
possono essere sintetiche o analitiche , come sarà specificato in ap* 
presso • 

Una dimostraaione sintetica consiste principalmente in un giudìsiosa 
maneggio dì ragioni delle grandecse guidato da' priocipii della Geome- 
tria elementare» E questi sono di due generi. L' uno > che è più agevo-> 
la» fondato nella sola uguaglianaa di due grandessa geometriche regola* 
ta da* primi assiomi di Geometria « L altro contiene i rapporti di disu* 
guagliaoaa tra le grandeiae guidati dalle verità dei V® a VF degli Eie- 

g 
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menti, o da altre dipendenti da qneate { Ttggami i supplimenti al T^ U- 
biro 'del nostro E^tdide , ed U cap. 3, lib.L del pmenle tratiaio ) . E cii 
risulta dilucidato , pel primo genere suddetto , dalle dimostrazioDÌ de* 
primi quattro libri degli Elementi di Euclide , e pel secondo da' libri 
geometrici dal VF in acanti , e da quelli di Archimede , di Apollonio , e 
di altri geometri antichi e moderni , ove ancora a questi sta tornato a 
grado scriver cose aublìmi in sintesi rigorosa • 

L* egualità delle grandezze geometriche o dimostrasi col principio di 
congruenza , ocon quello di una prossima conterminaztune » come Te- 
desi usato da Euclide nel lib. XII. e da Archimede nelle profonde ed 
impareggiabili sue opere. Ed i moderni vi hanno ancora aggiunto e$un 
uguali queUe grandezze^ che differiscano per una quantità inasseqnabUe, 

Col solo principio di congruenza si dimostra la perfetta egualità de* 
triangoli , che sono le parti elementari delle altre figure rettilinee ; lad- 
dove r imperfetta eguaglianza dì essi e di altre figure deducesl dallo 
stesso principio maneggiandolo con gli assiomi , come sono fatte le di- 
mostrazioni del lib. IF degli Elementi. 

L' uguaglianza delle grandezze suole ancor dimostrarsi col nuiodo 
degV indivisUnli del Cavalieri , o con quello delle prime ed uUims raguh 
ni del Newton ( Yegg. per essi il discorso preliminare alle Sezioni coni- 
che infine). 

L* eleganza di una dimostrazione sintetica consiste nella concisione e 
chiarezza del dì lei tessuto ; onde sarà elegantissima quella che si derivi 
da una sola proprietà del «oggetto della proposizione , e dalle sue condi- 
zioni , e da pochissime di quelle . E molti esempi di questo dimostra- 
zioni si hanno ne primi sei libri Euclidei , tal che quelle delle prop43. 
15. /. ec. ; 1 , 2 , 3. //. ec. 

E però se una dimostrazione risulti troppo lunga ed intralciata con- 
verrà ingegnarsi in ogni modo per abbreviarla e chiarirla ; e quando ciò 
non possa succedere sarà ben fatto staccarnei alcuna parte, formandone 
un previo teorema , o un lemma • secondo che questa nuova proposi- 
cione sia dello stesso argomento che si età trattando , o di diverso. Co- 
si fece • per un esempio del primo caso , Euclide , staccando la 7.£/./. 
dall' 8 , e pel secondo premettendo alla 2. El,XlL il lemma che enun- 
ciasi nella prima. 

Una dimostrazione sintetica perde la sua eleganza qualor vi s* intni: 
da qualche operazione che air Aritmetica o all' Analisi algebrica pro- 
priamente si appartenga , come moltiplica , divisione , ec. Al qual pro- 
posito il Newton cosi esprimevasi : MvUiplicationes , divisiones , et e- 
iusmodi computa in Geometriam reetns introduca suni : idque ineon- 
4uUo , et contra primum insliiutum scienliae huius , soggiungendovi . 
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Nam qui eon^ruetionu frMimaium per netam #1 ciradum a frimii 

gameiris adinv€nia$ conitdemòtf , facile «euftel Ge<pmetriam excogita^ 

tam tue «I eapedilo linearum ductu e/fugeremue eomputandi taeiium . 

Piroinde hae duae seieniiae eonfundi non dehetU . Veieree tam eedulo di- 

siinguebani eoe ad inioicem , ut in Geometriam terminos aritmeticoe 

nunquam introduxerint . Ei reeeniee uiramque confundendo amieenuU 

iimplieitaiem in qua Genmetriae degantia amnie eùneistU. ^ Appeodix 

de aequai. const. Un.) 

Le dimostrazioot analitiche poi o coosistoDo nel maneggio cfelh» equa- 

. zioni algebriche , o nell* evoluzione di qualche formola siati algebrica 

o trascendente, o nel passaggio da' diflerenziali agf integrali lora, oda 

questi a quelli , cioò neir integrare o diflereniiare espressioni date • 

AUa prop.XSVin. parte 1. (%. ili.) — Da ciò si rileva la costru- 
Siene geometrica delle equazioni del 2? grado identicamente alla ri- 
cerca di quelle due rette cho ne rappresentano le radici » e delle quali 
fu assegnata r esibizione nel §. 14. 

Al §.47i parie 2 , ed alla notereUa a pii pagina. — Lautore ha in 
DOterella ben caratterizzati i problemi che avea detti affiM nella propo- 
sizione , dichiarandoli casi del problema proposto • a ciascun de quali 
soddisfa ciascuna radice reale dell' equazione cui si è pervenuto risol- 
vendolo • £ tutt* i diversi problemi risoluti nel corso del presente trat- 
talo con 1* analisi Cartesiana confermano questa dottrina consona alla 
natura de' problemi , ed a quel nesso che debbono aver fra loro le ra- 
dici dell' equazione cui si perviene in risolverli (Vegg. tuUimo capo del 
lib. IVn 4Ìe(r Analisi Algebrica elementare ) • 

Ha poiché due sommi geometri italiani de* bei tempi del passato se- 
colo » Vincenzo Riecati , e Saladini , equivocando , come può pure 
a' geometri avvenire , essendo ancor essi uomini , vi hanno manifesta^ 
mente contraddetto , stabilendo il blso principio » che in taluni proble- 
mi non tutte le radici dell' equazione che vi corrisponde soddisfino ad 
essi ; mentre l' una il risolve , ed un' altra corrisponde ad un problema 
luilo diverso , e che al più ò una conseguenza della soluzione del pri« 
mo ; né altri avendo ancora ciò avvertito » il che di grave danno risulta 
per quella scienza diretta e positiva , che forma la vera dottrina di un 
geometra > noi ci crediamo lo dovere » or che 1* occasione ci si pre- 
senta di chiarire siffatto importante argomento » e di rimuovere., e 
spiegare le diflScolti indottevi da que' diiitintissimi matematici • 

£ssi dunque , tra gli altri problemi elementari , che propougrno per 
esercizio nel cap. 9 lib« I. delie loro ben elaborate ImiitulioMs amhj^ 
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Ueoé vi recano qaeRo di : Coitiiuirt tu di una dala hd$$ il triangola ììù- 
gede • di cui ciascun angolo a gue$ta adjacente risuUi doppio di gutlU 
al vertice . E col bisecar I' ud degli angoli alla base , ottenendo il trK 
angolo verso questa , di cui essa n'è lato , simile al richiesto con la 
base data a , econs pel lato cercato , pervengono facilmente air ^ 
quazione 

Or questa è precisamente quella della divisione di una retta in ettré^ 
ma e media ragione , col segno cambiato nel secondo termine , il che 
non ha fatto altro , com'ò noto j che cambiar la radice positiva diquet* 
la nella negativa di questa « e viceversa « Ed essi ottenute tali radici » 
che sono 

r una positiva «/»« + V ( <»* + 'A»' ) 

r aUra negativa "/.a-^ V («* + 'A*' ) 

manifeatameote dicono , che commetterebbe errore gravissime colui 
che dicesse , che t una e 1* altra potesse risolvere il probleom » meatie 
non può soddisfarvi che la sola positiva • Si guis tamen ex eo , guod 
ex analysi eadevh profluanl exisiimarei ambae propositum problema eoi' 
vere errarei i$ $ane veh^fmenter '% unica enim usui eoe poieet radixpo^ 
eitiva • 

Ma a mostrar chiaramente , che non si errerebbe cosi peoaaBdo « e 
che quelle due radici dieno effettivamente due soluzioni diverse del proK 
blema stesso , basterà ripigliarlo proponendolo , ed eseguendone la so- 
luzione alla maniera giudiziosa Euclidea , cioè prendendo per noto il 
lato del triangolo richiesto « e per ignota la base ; da che si perviene 
all'identica equazione che per la divisione di una retta in estrema e 
piedia ragione , cioè 

a?» + w ^ a* = a 
le cui radici sono 

a; = — 'A « — V ( »* + 'A «i' ) 

Ed è chiaro che le soluzioni del problema principale , cioè il propeslo» 
debbano corrispondere a quelle del problema ridotto , e quindi dipeade<« 
re dalle radici di questo. 

Or Euclide si valse della prima positiva a risolvere il problema « poh 
che di questa aveva ancora usato nella suddetta divisione di retta, e neK 
l'identico problema della prop.it. BUI. Ma ben poteva adoperarvi an% 
cor r altra negativa» prendendovi questa per base del triangolo, ed ese« 

%mAA te mìfi9\im ^^Uwmv % Adunque i due triangoli Qorrispou^ 
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deal! a* due casi de] pToUema risulUoo Tudo costituito dalla r^tta assali* 
(a p^f lato , cui corrispoode per base la parte di essa , che nella diirisio* 
ne in estrema e inedia ragione costituisce il termine medio della pro- 
porzione ; r altro tiene per lato la retta assunta prodotta finché il ret- 
tangolo di essa nella medesima con l' aggiunta pareggi il quadrato di 
questa , e per base la retta assunta , E ciò che dal ragionamento fi« 
nera fatto ò diretlamenle chiaro potri anche rilevarsi dall' osservare • 
che tali triangoli risultino simili ; poichò dee stare 

a : - V3«+V(«*+'/4«*)::«+Vaa+V(a*+V4«M • V-<»+V(«'+'M1 
mentre sono uguali i prodotti de' torminl estremi • e de medi! • 

E nel modo come vien considerato il problema da Riocati e 8ala« 
dini partendo dalla base data , le soluzioni sono , per quella diret- 
tameoto richiesta e trattata , il triangolo ABC di cui essendo a la baso 
BC [ pg\i0. ] . il lato AB risulta >/> <i -f V ( a' + 'A «' ) > er«l- 
tra è precisamente il triangolo BCD nel quale la base ò BD =: — V» * 
+ V(^a* 4" 74^') • ^ ^ ^^ è BC = a , cioè quello che si era dato 
per base • Da che rendesi ancora evideato , che le soluzioni del prò- 
blema per questo modo preso corrispondonsi inversamente a quelle che 
ottengonsi dal modo come Y aveva trattato Euclide , Il che veniva già 
dimostrato dal cambiamento solo di segno al secondo termine nelle loro 
identiche equazioni » e però dall' inversione delle loro radici • 

Dopo ciò stimiamo inutile il discendere ad analizzare tutto il rima- 
nente ragionamento che que* due geometri fanno per cercare di stabili- 
re un principio contraddittorio alla natura de' problemi , e la cui falsi- 
ti risulta evidente dall' aver noi direttamente assegnate le due soluzio* 
ni del problema in quistione corrispondenti alle due radici delf equa- 
ziono ad esse. 

Mlaprop. XXIX. ($• 47S,] — Se il triangolo dato invece di rappre- 
sentarlo per £F0 [/i^.i7.iV.,] si fosse dinotato per EGP , sarebbesi 
ottenuta più immediatameuto l' apalogia di riduzione GA : AG :: AG 
— GP:GP., 

Al% ^7&—» Questo argomento importante e difQcile della moderna 
analisi geonwtrica è slato da noi « luogo trattato io una iMmoria , che 
da più anni addietro presentammo alla R.A. delle Scienze di Napoli , a 
che ritennimo per compieria » la quale verri ora pubblicata a suo luo- 
go negli Qfuicoli mattinatici. 

AUa prop, XXXI. ( §, 480. ) — Di tali problemi, per quanto coovien* 
si al presente trattato, sarà ragionato nella Part. U* ; ed una ben lunga '• 
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ferie de' medesimi elegantemeote risoluti dal Pergola oe tu recata negli 
opuscoli 9 , 10 , 11 di quelli iDaeriti nel volume pobblicatooo nel 1811. 

Al §. 481. — Veggaoai ancora le note 15 e 18 al Ptospttto» 

Al §. 485. — L' elegante costruzione che vedesi recata al proMema 
proposto in questo §. corrisponde assolutamente al preMema ai qutla 
esso ò ridotto ( Fcdt §. 1(^. ) , ed alla costruzione geometrica dell' equa* 
zloni del 3^ grado 

«• — M? + 1* = 

(Vedi notaaUuprop. 4. L §• 14.) 

Al §• 493. — li Newton voleva assolutamente , cbe si praticasse ciò 
che in fine di questa proposizione si accenna • Ed egli cosi esprìmeasi : 
fil omUto quat€nu$ fieri poUit , ealculo algebrico , theorcma fot conetn* 
num el eUgam , si pMieam luccm $uiiinere valeai. (OpmcA.Lp,iT0,) 
Ed al di lui sentimento assentirono tuti' i geometri de* suoi tempi , e 
specialmente Y Ugenìo. 

Al cap. /• App. — I problemi de SecUone delerminata sono di quelli 
a* quali soddisfa meglio 1* analisi Cartesiana che V antica , non avendo bi- 
aogno per I* una di tante distinzioni di casi , fli soluzioni , e di determi- 
nazioni quanto per 1* altra ; da che potò Apollonio compome due libri ^ 
che formavano il quarto anello del Luogo risoluto piano , secoado l' 
ordine datovi da Pappo. È per questa ragione » che il Pergola si è limi- 
tato ad esibirne tre di essi solamente , premettendo le soluzioni algebri- 
che alle geometriche . E dee ancor notarsi , che tali problemi esseodo 
di pura quantità o rapporto non danìio affatto luogo ad applicarvi f a- 
fMlisi a coordinale . 

AUa prop.L ( %%.506 , 507 , 508 ] -^Lsl costruzione geometrica re- 
cata nel §. 507 non è che f ordinaria per le radici delle equazioni di 
aecondo grado ( Vegg. la prop. 4. 1 , eia nota corrisp. ). L altra solu- 
zione algebrica poi, che vieii riportata nel §.508 , in cui T analisi è pro- 
lungata fino ad ottener l'analogia proposta nel prtnctptodi riduzione 
geometrica pe' problemi del 2^ grado, serve a comprovare sempre più la 
corrispondenza di un tal principio con la costruzione delle equazioni 
suddette. 

Al §• 509. — * Questa elegante soluzione del problema per mezzo del 
Mmicerchio vi fu recata dal valoroso giovioc matematico siciliano con« 
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!• Rogiieio di Yentiffiiglia ( F«A' |m^. 25ff delT Analisi geometrica di 
Vgcm di (humqué ) , ed easa è a detto del Simaoo asaai migliore di 
quella che ne diede Y Andenoo nel caa. 1. del probi. 9 del suo 9ufpU* 
tnmium AfoUonii rediviti • 

lotaoto giova qui notare, che avendo Pappo lasciato detto aver Apol- 
lonio , dopo trattati i problemi di questa famiglia communi m$thodo 
teniamen faeUm » ae $dis reciis Uneii ii$u$ , ad exemplum lecufi-* 
di litri EUmeniorum primorum Euelidis ( il che e* indica che Euclide 
servissi in tali sue dimostrazioni della semplice retta divisa , senza co- 
struir figure* come ora vedesi ; e ciò dovè esservi stato mutato da Teo- 
se ) : oc runui idem dem<mitravit ingenio$e quidem , et magie ad ielitu* 
f fonem accomodate , per eemieirculoe , il Simson si per la precedente 
aoluzione del Ventimigiia, che per le altre in consimil modo date per le 
Tane disposizioni del punto cercato in tal problema riapetto a* dati , e 
che appartengonsi ali* Anderson , e ad Ugone d' Omerique , opinò che 
non (ossero quelle che per tali casi recovvi Apollonio , adducendo 
per ragione^ che : den^metrationes epiiagmatum probLS et 6 per lemt- 
cir^^os hie traditae , parum aut nihil ingenti requirufU^ Ma a noi pare 
che precisamente per questa somma faciltà esse abbiano maggior me- 
rito » e però potessero corrispondere a quelle che ne diede Apollo- 
nio ; e ci conferma in tale opinione la soggiunta di Pappo magie ad in* 
siUutionem accotnodaiae ; il che dinota dover le medesime essere ancora 
più semplici di quelle fatte soffi reclie lineie ; e però elementarissime. 

Atte propJL e IIL ( $%.5i2 a 519. ) — Questi due problemi posso- 
no comprendere tutt' i casi di ^ue* due che costituivano il lib. II. de &- 
eUone dekrminaia di Apollonio ; e del secondo di essi problemi (§.515) 
il Pergola » dopo averne data una soluzione algebrica che poi prolunga 
fino a pervenire direttamente alf ovvio problema di riduzione per quelli 
di secondo grado , aggiugne una sua soluzione per eemieirculoe ; ed 
un' altra essendosene ancor rinvenuta ne* suoi MSS. in un foglietto 
Telante , che ci è sembrata assai elegante , Y abbiamo però recata nel- 
r Aliter • A che soggiugniamo valer questa si pel caso che il punto ri- 
chiesto cada nel segmento medio della retta data » che in uno degli e* 
stremi ; mentre 1* altra soddisfa al solo caso che un tal punto cada 
Dell' un de* segmenti estremi • 

Alla prop. IV. {$.520.) — Non contento il Pergola di avere ne* pre- 
cedenti problemi dimostrato , e dalla loro equazione , e con 1* uniforme 
riduzione al principio stabilito nel §• 1^71 , eh* essi ascendono al 3^ 
grado , ha volutolo questa proposizione direttamente stabilirlo con un 
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ragionamento algebrico • S qui conehiudendo ossenreremo , ehtf le 1 
problemi de Sectione determinata costituivano oeir antica analisi un 
de' cardini principali per la ridazione de* problemi ptam del 2^ grado » 
non tralasciano di render simile importante serrigio alla moderna ana- 
lisi , di che può dame un argomento la costruzione esibita dal Trudl 
della soluzione del Lagrange del problema del cerchio e de' tre ponti 
( Vedi la rispoeta al queeiio n. ì. del programma propoHo nel i839. ] - 

Attaprop, V. ("§§. 522 a 524. ) — Questo problema comprende 
tutti quelli che Apollonio espose ne* due libri de Seetitme rationii la di- 
versità de* quali per la varia disposizione del punto dato rispetio allo 
date rette ne costituiva tanti diversi , che quel gran geometra, aeguen* 
do il costume e le regole dell* antica Geometria , trattò spparatameo- 
te ( Veggari la loro eepoeixione eeeondo il testo tradotto daiC arabico dal» 
t HaUey ; ed anche la i* diseert. nel voi. L degli Opuecoli ) . Ed il 
Fergola ha ancor Toluto , con V elegante soluzione geomcirìca » che 
ne ha data condurne k riduzione al problema fondamentale per quelli 
del 2^ grado. 

Alla prop, F/. ( $. S2S) . -— Quest'altro problema comprende anoH 
ra tutt'i casi di quello de Sectione spafn considerati da Apollonio ne'doe 
suoi libri di tale argomento ( Veggaei la reeiituxione fattane accurata* 
mente dalV Halley , e la diesert. di eopra dt. ) • Ed il Fergola ne ba 
ancora ridotta la soluzione geometrica a quel principio fondamentale • 

Aprolltmi dMe Inclinazioni trattati nel capJII. {%$.S10 a £SV.}-^ 
Tutt* i problemi de sectione determinata si è veduto , ed è stato pur 
dimostrato esser j>tant ; ed ancor tali sono risultati quelli de Sectione 
rationis, e de Sectione spatii. Non cosi però de* problemi /nc/tfia/toiittm« 
che però Pappo dovendo parlare di quelli trattati da ApoKoaio ne* due 
libri di siffatto argomento , che terminavano il Zuo^o risoluio piano « 
ai vide nell* obbligo di specificare che di essi quaedam sunt jdana , qua** 
dam solida , quaedam eiiam linearia , dichiarando poi che Apollonio ia 
tali due libri non trattava che solamente seleeta quaedam e planis t 
quae adplura magie utilia sunt . Ed il Fergola ha pur fatto lo stesso 
nel principiar questo argomento ( §. 527 ) , serbandosi a trattar gli al' 
tri , ed ancora estendendone il campo , in appresso ( Vedi il §. 25 del 
prospetto ] • 

Intanto ci conviene notare , eh* egli per quelli che qui elegante'* 
mente scioglie non ebbe presente che la divinazione fattane dal Gbe- 
taldo, nel suo Apolloniue redivivus » ove questo geometra diede le san- 
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pliei oompoiisioiii di tali problemi ; e forse le àmiò itile solusiont lat- 
tene eoi metodo Cartefliano > come congetturò fondatamente Y Horsley» 
in fine della tua ft$tih$xi&9^ di tali Hbri di Apollonio ; il che le roM 
ineleganti e stentate . Né potò il Fergda ireder quelle del citato geome- 
tra inglese , perchò air epoca in coi ^li rifaceta per r ultima volta la 
ioa Ari$ Euriitiea queir opera non era tra noi giunta . 

I problemi trattati in que'due libri Apolloniani possonsi rtdorre a' tre 
che qui da noi espongonsi nelle prop* 7, 8, 9, risoluti in più modi geo- 
metricamente , e col metodo Cartesiano ( Veg. lu Hutri. i. «al vol.L 
digli Opuscoli matematici^ • 

Atta $olmz.anal.déUafrop.riI. (%%.630'SSi.) — Qui cade io accoiH 
do r accennar qualche cosa intorno alta diflBcile ed oscura esibiziono 
geometrica delle radici negatite , che tanto ha impicciato ed impiccia 
sommi analisti moderni » fino ad a^er dato luogo a manifesti errori » 
de* quali uno se n* ò già veduto nella nota al $• (71. 

Tratto a meditare su questo argomento dagli equivoci in cui Tederà 
essere stato indotto da ultimo il Carnet ( GéamitrU de ponìton) Inconsi- 
deratamente adottati in opere elementari, composi , sono parecchi anni» 
m di esso una memono che presentai » ancora non Interamente com- 
piuta • alla R.A. delle Scieose di Napoli , in tempi per qoesta più rego- 
lari e decenti , che ritenni presso di me per compierla , ed ora serbo 
a miglior uso porgli Opuiecli maiemaiici » che dovrò pubblicare» 
come fu annunciato nel IVoipedo , e ripetuto nel MamfeUo di tal pub* 
blicazione • 

Estrarrò dunque da tal memoria quello che concerne specialmente 
caso dei problema presente , per qui ìndicario in breve. 

Or il Pergola , nella sua prima soluzione analitica , prendendo per i- 
gnoCa la distanza del punto k[fig. i2. III. ] da quello ove la retta da 
triplicarsi incontra la circonferenza , ossia il raggio di quel cerchio , 
che con V intersegar questa ne di il punto soddisbcente al quesito» 
neir imbattersi nelle due radici 

«=«/, e — V(a» + 'A*') 
r msa positiva , r altra negativa , mentre gli era b cile assegnar la pri 
ma per la AH • esitando in assegnar la seconda , ebbe ricorso al ragie- ' 
namento che leggesi nel §. 531 , stabilendo una oppos iziooe di sito 
Ira il semicerchio superiore alla retta AC , e r inferiore , com e se nel 
problema , o nell' intrapresa analisi di ess o vi foss e qualche circostan* 
la che valesse a distinguer quello da questo. 

h 
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Illa UD tal cambiamento di sito nò meno è quella opposizione digi- 
ta che 8i richiede per distinguere il positivo dal negatifo; sicché il d' A- 
1embert*ed il Carnot , serrendosi dello stesso suo ragionamento « ne 
traevano per conseguenza , in un problema analogo , che la radice po- 
isitiva "e la negativa potessero risultare dal verso stesso. 

Non potendo qui esporre su tale assunto tutto quello che si troverà 
WppoTtato nella memoria suddetta, mi limiterò a dire* che Tequivoco io 
xxA sì cade in simili casi dipende dall' irregolare stabilimento dell' io- 
«c^ita m giro, e quindi senza sito. E perchè si vorrà poi eh' ella ne a- 
vesso nel risultamento deiranalisi.e quando si ha bisogno di costruirla t 
E però , volendo uno assegnargliene, giunti a questo termine , convie- 
tiepTender la radice positiva dal punto A sul diametro AC , come la 
AP [ fig. 17, iV.] , e la negativa sul medesimo prolungato dal verso A , 
tome la AP . Or come che l' incognita presa in giro non si appartiene 
phittosto ad una parte del piano su cui segnasi la figura , che ali' op- 
posta , cioè più alla destra del punto A . che alla sinistra , ne segue 
però t:he bisognerà descrivere un altro identico cerchio col diametro AG 
prokmgato dalla parte A, e presa in questo la AL' uguale alla AL, ed or- 
dinatavi la WU n' , descrivendosi con le due radici AP , AP' i due cer- 
thi HHH'H' , hhh'h', V un di essi darebbe la radice positiva nell' uno 
n neir altro de semicerchi AHHA , AH'H'A, l'altro inversamente 
ne medesimi la negativa , essendo iodiiferente il considerare per la 
compiuta costruzione di tal pr(d[>lema , o i due semicerchi superiori 
alla OC , e gì* inferiori , o V uno superiore 1* aKro inferiore • E sola- 
inente , attesa l' identità di soluzioni si per 1* un cerchio , che per l' al- 
tro /se vogliansi le due soluzioni ridurre su di un medesimo , si potrà 
prendere , nel cerchio ACA per 1' una la AH , per T altra la A à. 

Si è poi fatto osservare dallo stesso Pergola , come ogni equivoco ri- 
/aneva tolto con lo stabilimento convenevole dell' incognita dal puo- 
1/ A, e sulla retta di sito A€ ; ed egli ha però detta tal soluzione piìit* 
C'^*ea (530^). £ noi trarremo da ciò e daUe precedenti consideraziom, la 
V' lente regola di stabilire l' incognita , per la regolare soluzione e co- 
struzione de' problemi • 

R E G O LA. 

Loiersi prender umpreV incognita da un punto di Hto , « iti A' «M 

reiiadiòUo, salvo qualche com in cui si vantaggi graiidemente ntllA 
òcluzione del problema , e che iiesi sicuri di non cadere in eguivoci sul' 
le £cl\izt mi corriApondonti alle radici negative ^ per le gucUi ei oIUm 
frcs^viti la maniera da noipoc' anzi esposta . Di che non maAchenoM 
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esempi nella raccolta di problemi che , come abbiamo detto a pag. xuk 
éeìÌB prefazione^ recheremo io fioe del presente trattato. 

Alla prop. Vili. (^$,53S) — All' equazione di questo problema cor- 
rispondendo pur due radici Y una positiva V altra negativa , ha però es- 
so due soluzioni , delle quali T una apparisce dalla Al \fig.i,\IIL'] ; 
ma r altra affatto non si rinverrebbe, né tampoco ammettendo quel ra-« 
gionamento fatto dal Pergola per assegnar la radice negativa, nella pri- 
ma soluzione algebrica da lui recata al problema precedente ( Veg, la 
prec. nota ] ; poiché non può mai dal punto A inclinarsi , altra corda al 
di sopra al di sotto della AI ( sia che prendasi questa nel semicerchio 
superiore , sia nell' inferiore al diametro AC , sicché l' interposta risuN 
li uguale alla IH . 

Ma continuando a ragionare nel modo stesso come nella nota prece- 
dente si é fatto : ecco in qual modo si avrà V altra radice . 

Neir analisi recata al problema non v' ha cosa che dichiari dover 
r un semicerchio essere al di fuori dell' altro ; e potrebbe quindi il se- 
micerchio DGB intersegare r altro AlC , ed il punto trovarsi tra C 
ed A , senza che 1* equazione al problema ne rimanesse in altro alterata 
che nel solo segno del secondo termine , per indicar giusto V inversio-^ 
ne delle radici della precedente.Ma né tampoco essendo dichiaratoli sito 
del semicerchio DGB rispetto all' altro AH] , cioè se a destra o a sini* 
stra di questo , dee il risultamento del problema corrispondere air una 
o r altra posizione indicata. Adunque si vede , che mentre la radice pò-, 
siti va deli' equazione corrisponde all' un caso de' cerchi per un verso. , 
la negativa soddisfa al caso opposto, de* cerchi nel verso contrario ; o sia 
mentre '1' una radice offre la IH tra 1 cerchi AIC , DGB 1* un fuori 
dell* altro , e '1 secondo a destra del primo , la radice di segno contra- 
rio corrisponde all' interposta tra il cerchio AIC ,, e V altro corrispoiw 
dente a DGB dal verso opposto ,. cioè a sinistra , e che intersega C8<^ 
so Aie. 

E questa strana maniera di andar congetturando le radici di un'equa-^ 
zione risultante da iXn problema geometrico , per costruirlo , è , come: 
si è detto , r effetto dell' improprio modo dt stabilire l' incognita in giro-,, 
e però senza un determinato sito rispettò alle lince cp^U tubetti i dati del 
problema : laonde un tal modo dovrà, sempre evitarsi , giusta la re-< 
gola che ne abbiamo data io fme della precedente ncta . £ di ciò si ri- 
marrà vieppiù convinti , se , stabilendo Y incognita nef modo proprio » 
trattisi r analisi di questo problema analogamente a come si fece dal 
Pergola pel problema precedente , nella soluzione eh' egli disse piià 
idonea. 
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Al $.«^40. — Le dae eqaasioni al problema proposto nellt preeedei- 
te prop. ed algebrìcameoto risolato nel $. 539 riduconai od euo M 
quadrato , come ai è Tedo^p oel presento §• , ad 

1 «* — (a + ii)fl? = — a* 

2 «' — (a — iij« = — a* 

dalla prima delle quali si ha 

X 

Or abbassando dal punto E la perpendicolare EP sulla kQ\fq.rtM\ 
ed elOTando alla F£ la perpendicolare EG risulta 

EP* a* 

»P»CE^a?-a . PG = ^s — 

AP X 

eperò DGqs V(a* + ** ) 

Adunque prolungando la AB in G , finché BG = Y ( a* +^M • ^^ 
■crìTendo sulla AG il semicerchio AEG , le intersezioni E , « di qaeito 
col lato BC del quadrato segneranno i due punti soddisbceoti alle 
radici della 1« equazione; il quale artifizio sorrispoodo tppoDtot quello 
di Eraclito , recatoci da Pappo nella prop. 70. lib. VIL CcXM. maA. 

Imperocchò tale equazione indica per le due retto reciproche sd a,s 
ed aventi per diflerenza a-|"«i»leA4-o — j;ed^;e queste, com'i 
chiaro, sono le AP , PG , o sia le BE , Be. Né qui vi ha caso impo«iÌÌii« 
le , per esser sempre a < a -|- n , cioè di a -f- y ( a' + V ) • 

Ha dal maneggio dell' altra equazione 

oc* — (<iT-iija?=: — a' 
riloTiamo dover essere 

Onde ad evitare il caso impossibile dovrebb' essere 

e ponendovi per n il suo valore V (a' + b*}, dovrebb' essere a tal «fo 

a» + 6» -{-a* — 2a y (a» 4-ò*) > *a» 
cioè *• --«a» >2aV( a* + 6- ) 

ovvero 04 + 4^^ ~ 4a*ò* > fca* + fca'i* , 

Ed essendo finalmente 6* > 8a*ò« , dee essere 6» > a* 
Intanto le radici delle equazioni 

«" — (a — »)= — a* 



■ 

Note Lxi 

quando non sodo imponibili » sono fallo » cioè oegatiTo : poicliè vo« 
desi essere 

TW(^-)>-t- 

OTvero 

C^)'-<(-l--)" 

E lo stesso atrebbesi potato beuanclie rileTare nella doplice so6c6ssio* 
ne di segni , che seorgesi neil' indicata equaiiono 

essendo laii> a. 

Or questa seconda equazione pud costruirsi con quel medesimo arti* 
foie della precedente « cioè , 

Fatta la DG' = n , si descrìva un semicerchio sulla AG' ; gf incontri 
della circonferenza di esso col lato AC del quadrato , disteso quanto 
conviensi , cioè i punti E^ e' saranno quelli, che si cercano. 

Imperocché essendo DG' = n , ed AD = a , sari AC = « — a • 
Ma è poi la AF = — a; , come opposta alla + ^ > ^ quindi VG/ = 

a* a* 

— — ; onde sarà II — a=:— a — — , per esserne AG' = AF + 

X X 

VG' • E quindi avremo la proposta equazione 

«* 4*('* — a)x'^a* =20. 
Conchiuderemo questo argomento con le seguenti riflessioni • Ed 
in primo la soluzione Cartesiana di questo problema sebbene sia in- 
gegnosa , non è naturale , né naturalmente può fluirne da essa quel- 
r elegante composizione che Pappo ci ha tramandata • Il marchesa 
de r Hopital imbattendosi in una consimile biquadratica equaziooo 
propose come un artifizio intuitivo 9 eh* ella era il prodotto delle doa 
equazioni di 2? grado 

flp* — (a + n)» + a*:=o 

«*4-fn — aJ« + a*s=o 

e che bisognava risolver queste per aver te radici di quella biquadratica 
equazione • Il sommo Newton ponendo la AF = x incontrò pure un' e- 
quazione biquadratica » e si valse di un artifizio affine al nostro per 
abbassarla al secondo grado . Ma quali saranno le radici false di tal* e« 
quazione , dove avranno a prendersi le rette negative rispetto alla 
AF ? Ed eccoci al solito inconveniente per V incognita presa in giro* 
In oltre quell'artifizio di composizione come potrà ottenersi da quest*al<- 

tro tipo di aualitica soluzione ? corno potorio eskndoro Al rombo t 



LXii Note 

CONCHIUSIONE 
per questa parte I* delle note. 

Dopo le riflessioni fatte sulla Datura de' problemi geometrici » ed il 
modo di convenevolmente risolverli ci è lecito conchiudere ad istra- 
zione de giovani , che nello stato in cui sono le Matematiche , e con 
tanto sopruso che si fa della moderna Analisi , la scienza ha però ra- 
gione di richiamarsi , che siensi tralasciate di rettificare alcune nozio- 
ni fondamentali ne* metodi geometrico-analitici , dimenticando anche 
le sagge proposte , che avvedutamente ne avevano fatte sommi uomi- 
ni del passato sècolo ; sicché mentre tutto giorno i coltivatori di essi 
"^aono spigolando ne* carnpi da altri già mietuti , per raccogliervi qual-- 
che avanzo talvolta non isfuggito a quelli , ma poco curato , tra- 
lasci a n poi quelle ricerche delle quali la scienza ha bisogno , perchò 
al suo vero nome , ed alla qualità sua corrisponda • E per talun dir- 
gemente diviene ciò tanto più necessario , quanto che troppo leg- 
gìermente considerato , n* è risultato di gettar \ incertezza nella sciea- 
za stessa , di porre innanzi paradossi , e di fin giugnere a dar fonda- 
mento a* detti del Wolfio , che nell' Analisi moderna jptura irrepserini 
a veritaie aliena , et quamplurima firmiori fundamento supentrui 
mererentur. 

È facile al presente la soluzione di un probldnetto , lo sviluppo di 
una formola , la trasformazione di qualche altra , che talvolta eoo 
poco accorgimento si valuta per nuova • Ma da ciò poco o nessun 
vantaggio la scienza riceve • Intanto alcuna nuova ricerca da pia 
tempo non appare ne* metodi ; e mentre tanto si contende per parti- 
colari in essi , nessuno osa penetrarvi addentro , ed impossessarsi di 
lor natura . È questa scienza diretta che costituisce il matematico, noa 
già quella per la quale ora piana n* è la via , e facilmente si appren- 
de , e che tanto vale , quanto che può a quella condurre . Disgrazia- 
tamente però or quasi tutti si arrestano a questo limitare . né oltre 
procedono » che grave fatica bisogna durare in leggere e meditare 
sulle cose da* sommi uomini prodotte, e che avrebber bisogno di qual- 
che perfezionamento. 

£ poiché dair ignoranza si genera orgoglio , si é veduto schiuder 
tra noi uno sciame di sciagurati giovani professori , i quali gridano alla. 
napoletana contro ogni istituzione antica , ed ogni metodo che a questa 
appartengasi , e che essi affatto aflatto non conoscono , né valgono a 
poter conoscere , e si fan pregio di conf'^ssario ; e dove non giungo- 
nv in trattare a lor modo qualche problema geometrico che venga prò- 
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posto, impudeotemeote riTolgonsi a dir puerili le ricerche di tal natu- 
ra . Or a costoro serva d' istruzione , per rimetterli in buon cammino , 
se mai sìa possibile , il conoscere» che per quanto valga 1* attuale scuola 
matematica Europea, essa non vanta nel momento uomini di quel me- 
rito , e di quella profondità che tia avuti ne' secoli XVIF, e XVIIP. 
Né certamente in questi felicissimi nostri tempi, di un secolo che da sa 
si ò appellato del progresso , abbiamo chi comparare a* Newton , Leib- 
nitz , i Bernoulli , T Eulero , ed a tanti altri » e finalmente al La* 
grange , per opera de' quali Y Analisi moderna , ed i metodi eh' essa 
adopra sono saliti a grado si eminente . E por costoro e coltivarono 
essi , ed altamente raccomandarono lo studio e la conoscenza dell' an- 
tica Geometria , e 1' ebbero sempre come la base , e 'I fondamento 
de' nuovi metodi , poiché dal fatto riconoscevano quale e quanto pro- 
fitto ne avessero tratto, dolendosi ancor talvolta di non aver abbastanza 
studiati gli antichi. E per recarne di alcuno i detti, il Format scriven- 
do una lunga lettera all' inglese Kenelm Digby , che inviavala al Wal- 
lis, cosi conchiudeva : Monemus clarissimos foiros, ut sepositis tatUisper 
speviébus Analyisos problemata geometrica via Euclideana et Apollonia^ 
na exequarUur , ne pereat paulatim elegantia et construendi et demon^ 
strandi , cui precipue operam dedisse Yeteres innuunt satis et Data Eu- 
clidis , et aia a Pappo enumerati Analyseos libri , ( Wallis Op, t. Il, 
pag.859 ) ; e Roberto Simson, ragionando sullo stesso proposito , nella 
prefazione alle sue elaboratissime Sectionts Conicae , cosi conchiode : 
Quapropter Geometriae cuUores verbis doctissimi Fermata monitos ve- 
lim , ut sepositis eie» 

Ma che vale ammassare autoriti di sommi uomini, delle quali non ò 
questa la prima volta che ne rechiamo , quando la ragione stessa per- 
suade ognuno che non T abbia stravolta , che l' invenzione geome- 
trica essendo un arte difficilissima , non convenga precludersi alcuna 
strada per ben riescire in una ricerca • e cercar anzi il perfezionar 
quelle , che sembrano ancor difettose • E poiché i metodi sono gli 
strumenti per 1* invenzione , conviene apprenderli , impossessarsene , 
ed adoperarli tutti , ed a proposito , e talvolta facilitarsi il lavoro fa- 
cendoli concorrere all' opera . Ciò dice il buon senso a chiunque non 
V abbia rinunziato per cattiva istituzione ricevuta ; che come con 
buon metodo erudendosi s' impara a ragionare , cosi i cattivi metodi 
d' istituzione ci assuefanno al contrario • 

E per la nostra scuola starà sempre di aver essa sostenuta la pu- 
rità dell' antica Geometria , accoppiandone all' uopo i metodi a quelli 
dell' Analisi moderna , e di essere stata da tanto , di vedere per sua o- 
pera ritornar le altre ancora su questo retto sentiero , dal quale solo 
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potranno deviare eoloio » ehe appena iniiiati nelle iffatematiche • e 
mancando pure della conofcenia del linguaggio in coi ci furono tra- 
mandati i lavori egregi de* matematici di altre età , non sono afbtto 
nel caso di progredirvi» cercando loro risone in dispremr qaello cha 
né meo valgono ad apprendere. 
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Errata. 

Aff. 31 «. 5 AKC. con. ARC. ed AGD, con. AGB 

35 Sipcrlapart€l*eh€perla2^lalig.è^in.i$2. 

40 fc e 5 AN « AP MN . QP 

43 U ÒB fb 

hi 3 puntò, ecrr. punto II ; e v. 4. A corr. H 

50 25 GB GK 

66 29 v«<^ — V.a 

73 32 EO BO 

74 15 AN... Af» AM... Afl» 
ÌB8 13 inflettere tirare 

91 21 HS HI 

92 19 Si cancelli cioè la AC 

20 CD OD 

9G 4 AB RB 

tOO 1 e 4 AmB amò 

102 24 E se rette E se le retto 

109 17 fy.26. fg.24. 

28 1>A0 DAE 

117 13 nel sottopoeto nell'altro 

123 7 e 14 inverUsi r 4- in — 

r * . 

128 3 (278) . corr. (278) ; e ▼. 6. 4 , corr. * 

132 2 QT QV 

134 30 BMF, earr. HMF ; e v. 31. FB » corr. EH 

140 26 fd Od 

27 OK , corr. OA ; e terza , corr. quarta 

Lo stesso a pag, i4i o. 2, 

28 dh dk 
150 al $.136 corrisponde la fg. SS. 

157 22-23 fuori , corr. dentro ; dentro , corr. luori 

184 23 — 2*/3' ~2*a' 

189 La figura i 48. 

* B,W A,B 

191 3 La figurai 49. 

211 2 P p 

257 15 [fig.4.'\ Uq^^-I 

269 10 4-« 4^* 

272 19 Dopo P6DR si aggiunga per maggior chiarezza , 
I che ipterscghi in E la diagonale del rombo. 

20 BPG RPG 
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